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a (be} betekent a=- (b - ¢} a->b +.o , Mmaar

{ab)c betekent (a - b) - ¢ a-b-c.

Verder is alles in orde: het eenheidselement is nul, en elk getal

2 bhetekent a - a = 0, het eenheids-

is ziin elgen invers (a
element) .

Nog een meer algemene opmerking: we-hebben eerder gezegd
&mﬂ een groep bepaald is (abstrakt} door zijn multiplikatie-tabel.
Ongekeerd definieert natuurlijk niet elke willekeurige multipli-
katie-tabel een groep; de tabel moet daarvoor aan bepaalde eisen
voldoen. Bijvoorbeeld moet elk element van de groep &&nmaal en
mw%nﬁﬂm &énmaal voorkomen in elke rij en elke kolom van de tabel.
Dit is nog niet voldoende; er komen twee voorwaarden bij die we
echter hier niet zullen behandelen (zie Jansen - Beon, blz. HoL.Hmv.

De volgende tabel

a b c
a a c b
b b a o]
c [+] b a

definieert zeker geen groep. Waarom niet?

Vraagatulk 1.

Gegeven zijn twee cyclische groepen

ﬁm.mtwwv ; a =@

en {e,c} ; o =e .

verder is gegeven dat ca = a “c. Vorm een groep G uit de




elementen der beide cyclische groepen en bepaal de vermenig-
vuldigingstabel van deze groep. Toon aan dat de groep isomorf

is met 53 {of nu4u.

Opfossing: We beginnen met de elementen mm\m~mm.nu , vormen
produkten tot "stabiliteit" is bereikt (Postulaat I) en vermen

vervolgens inverse elementen {(Postulaat IV).

Preodukten: ac; muo = mlwn = ca . Het produkt ca hebben we

dus al, en ca® = ca }. Maar, volgens ca = a~te geldt dat

ac = omlH = nmm. zodat omm reeds begrepen is in de verzameling.

Verder: afac) = mwn = mlwo = ca; (acla = a(ca) = ¢; mwﬁmnv = C;

ﬁmnuwm = afca)a = mmlunm = cajy mmﬁnmu = nmmnvm = nmlwngm = nmw =

ac ; Anmvmm =c; clac) = mlp = mwu {(ac)c = 2; clca) = a;

cac = mw“ {ac) (ac) = mmlwon = g; f{ac)(ca}) = mw“ (ca) (ac)y =

owlwn = a; (ca){ca) = e.

Inverse elementen®: (ae) ™! = ¢33} = ca® = acy reeds begrepen in
Hnwvlw =zttt = wwn ﬂ.nmv de verzameling.

De groep G bestaat dus uit elementen e, a, wm. ¢, ac en ca.

Vermenigvuldingingstabel: .

P
G e a a“ . e ac ca
2
e e a a c ac ca
2
a a a e ac ca ¢
-1 2 2
) a  =a a e a ca ¢ ac
c  =c c ca ac e a a
2
ca® = ac ac ¢ ca a e a?
2
a“c = ca ca ac ¢ a? a e

Bij inspektie van de vermenigvuldigingstabel van mw blijkt

dat G en mu isomorfe groepen zijn (we vervangen a,b,¢ ‘Mu mw
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door 1,2,3):

G b mu
e e
a {123}
a (132)
< {12}
ac {(13)

- ca {23)

N.B. In feite is aan Postulaat IV automatisch voldaan: een
eindige verzameling die voldoet aan Postulaten I en II
vormt aftifd een groep. Want stel p is een willekeurig

m“_.mamaﬁ.nwmﬁgomnamﬂmmwm m:mvn%wi... afbreken met

p"=p voor eindigye n. Dan is m.a..wnm en vnlwuﬁlp .

dus de eenheid en alle inverse elementen komen eveneens voor.

§4  Subveazamefingen en Subgroepen.

1. Subvenzamefingen (engels "subsets", frans "sous-

ensembles®, duits "Untermengen"}.

Een groep is een speciaal soort verzameling (nl. mmﬁ verza-
meling met algebralsche strukiuur, waarvan de kombinatie-wet aan
Postulaten II, III en IV voldecet). We zullen nu subgroepen '
(grocepen in een groep) invoeren amﬂ betrekking tot subver:zame-
lingen (verzamelingen in een verzameling).

Een verzameling B is subverzamefing van A indien alle
elementen van B ook elementen van A zljn. Dit schrijven we

als B<A. Nu beschouwen we twee subverzamelingen B,C wvan A:

B,CcA. Dan kunnen we de vereniging, BUC, van B en C
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waarbij a, of ag willekeunige (ga dit na!) elementen zijn van
hun respektievelijke nevenverzamelingen, en waarbij we, om H

z21f in de ontleding op te kunnen nemen, afspreken dat a, een
willekeurig element van H voorstelt; mmHWermwdm het eenheids-
element e . Dit socort ontledingen zal later nog vaak ter sprake
komen. Er bestaan ook zgn. *dubbele” nevenverzamelingen, van de
vorm HaH (symmetrische) of HaX {nist-symmetrische: H en X

verschillende wavmﬂomvmﬁu. Een paar van zulke strukturen zullen

we behandelen als we wat verder zijn.

Vraagstuk 2.

Toon aan dat alle groepen van orde lager dan § kommutatieve
{abelse) groepen zijn. Zijn het ook allemaal cyclische groepen?
Oplossing:

. Groepen met orde i, 2, 3 en 5 zijn cyclische mHom@mﬁ. want
hun orde is een palemgeraf. Blijft de groep van orde 4. De eerste

2 4

mogelijkheid is een cyclische groep {e,a,a ~mw : a =e}. Er is

evenwel nog een tweede mogelijkheid; nl. een groep {e.2.b,ab} ;

met mw = vw =e, ab =Dha; dan is hmvvw = ahab = aabb = e .
Vermenigvuldingstabel:
a a b ab
e e a b 2k aleoa; br=b, @t =
a a e ab b b2 = ba = ab. Deze groep
b b ab e a wordt de "wviergroep van Bauss”
ab ab b a & genpamd; zij is wel abels,

maayr niet cyclisch.
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Vraagstuk 3.

Bewijs dat elke subgroep van een cyclische groep weer

o%nwwmmv is.

Bewijfs:

Stel G, van orde n, heeft a als genererend element,

2

.. a
d.w.2. G = {e,8,2 ;00,3

n-1ls @ =e. Stel & bevat de echte

subgroep

H= ﬁm.wu.uw.....watww , van orde m.

Dan is dus m een deler van n.

w - -
Stel a’ , met y>1, is de laagste macht van a (behalve won@v

die voorkomt in H . Dan bevat H de g¢yclische subgroep

ﬁm-m.4am.w<~...~m.nmul.._.u.<w < H 3 mmu.,ﬁuum

van orde {zeg} p, een deler van m (en dus van n). Anderzijds
bevat G de cyclische subgroep gegenereerd door aP | Aangezien
w«num , is deze subgroep van orde vy, en dus is y een deler

van In.

We moeten nu nog bewijzen dat H geen elementen 2 bevat,

met g geen geheel wmwmw {gy is natuurlijk geheel}. Stel dat

r~l<g<xr, met ¢ geheel. Aangezien H een subgroep is, en het

element a T 1Y yoorkomt in H, moet dan oow het element
(2 r-iyytlay o 2f37TH )Y pegrepen zijn in H (subgroep voor-
‘waarde) . Maar g-r+l <1, en dus bevat dan H een macht van 2

kleiner dan v : fegenipiaak. De subgroep H is derhalve cyclisch.




Vraagstuk 4.

Wat is het centrum van de groep G van alle nxn

niet-singuliere matricas?

OpLlossing:

"Beschouw een nxrn niet-singuliere matrix B. We gaan na,
onder welke voorwaarden deze matrix kommuteert met een willekeurige
andere nxh niet-singuliere matrix, zeg A, van de groep G.

De matrices A en B kommuteren indien het (i,])-element van

de matrix AB gelijk is aan het (i,3)-element van de matrix Ba,

voor i,j = 1,2;v...01, d.W.2Z.

Y

il
I a - ix%k3 *

WLy 2aPxs
ofwel

ajilb,s = byy) = Y b,a. - ) a; by -

i3 31 ki ik7ki Kt

rangezien de matrix A totasl willeksurig is {hoewel niet-singu-~
lier), kan aan deze eis slechts zijn veldaan indien in de Loven=
staande gelijkheid: de koBfficifnten van alle matrixelementen van

A gelijk zijn aan nul. Dit geeft twee oplossingen:

is niet~singuliexr;

= 0 wvoor alle i,j: onmmogelijk, want B

2} v.,.pu. = nmwu , met ¢ een willekeurig komplex getal.
-Dit betekent: B=cI, met I de nxn=eenheidsmatrix. Voor het

" centrum van G, C(G)} , vinden we duss

c@ = {B | B=cl; ¢ een willekeurig kemplex getal, ongelijk mil} .
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Dit is een homomorfisme, want

£(gh) = s ghs = (s Ygs){s *hs) = £{g}f{n) -
Verder, f£1{g} = £{g?} betekent s"lgs = 5 'g’s en dus
g =g', zodat we met een isomcrfisme en dus met een auto-

morfisme te doen hebben (G=G') . Voor abelse grogpen is
dit de triviale afbeelding £{g) = g, want £{g} =
mtwmm = mmle = ge = g.

We zeggen dat twee elementen g, h van & gekonfugeerd

zijn als er een element s€G bestaat 20 dat h = mlwmm«

en we schrijven deze relatie als hw~g.

Vraagstuk 5.

Stel f:G-+G' is eenp m=-op—-1 homomorfe afbeelding van
een groep G op een groep G'. Stel C°' is een klasse
van G'. Laat zien dat de Fiber, £ 1(C'), van C!' be-
staat mww volledige klassen van G. Homn verder aan dat
de orde van elk dezer klassen van § een veelvoud is van,

of gelijk is aan, 4 orde van C*' . De afbeelding £:C-C’

is echter algemeen geen homomerfisme. Waarom niet?
Oplossing:

Stel het element a&¢ & ligt in MIwﬁn.u , dus f(la) e’

[ 4

Dan wordt efk element van de klasse C van a afgebeeld in c
want f£(s las) = [£(s)1 *£{a)f{s) is gekonjugeerd met £(a) en

ligt dus in C' . Hiermes iz het eerste deel bewezen,
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Elk element van C' is te schriijven als Hwhnvulymﬁwwmhmy.
met gE€G. Aangezien [£(g)1 "f(ajflg) = £(g lag), is er voor
elk element van. C' een element mwwwmmnun dat dit element tot
beeld heeft. Derhalve wordt C afgebeeld op C'. Verder, stel

Hmﬂ #a, d.w.z. twee verschillende

£t at) =£{a}, met t
elementen van de klasse € wvan & hebben hetzelfde beeldelement

i’ C'. Stel £(p lap) # fla) voor bepaalde pPEG. Dan is
1

£l (tp) Factpy]l = £(p Tt tatp) = fp e tat)Eip) =
£te MfaIep) = £ip Fap); verder is (tp) ‘a(tp) # p lap, dus
. twee andere, verschiffende elementen van C, nl. mnwmm en

Hmﬁnvu » hebben weer eenzelfde beeld in €' . Enzovoort.

(tp)

Bangezien C afgebeeld wordt op C', is de orde van deze klasse

van G gelijk aan de orde van €', of een veelvoud ervan.
Tenslotte: een klasse is algemeen niet gesloten onder ver-

ménigvuldiging, dus van een homowmende afbeelding £:C+C' kan

geen sprake zijn.




Vraagstuk 6.

Gegeven een eindige groep G, een subgroep H<G en een
klasse nh van G . Stel dat de doorsnede mﬁﬂnh niet

leeg is. Laat zien dat deze doorsnede bestaat uit volle-

dige klassen van #.

Bewdifa:

Een klasse ¢, vam de subgroer H bestaat uit de elementen
nr_urwﬂr. , waarbij h' alle elementen van H doorloopt. Be=
schouw een element g wvan G dat ook »w ﬂh ligt, dus mﬂmnh .

Stel het element h€H ligt in de doorsnede m"~0h ; dan kan h

mmmnwﬂm<ms worden als .mlwmm , woor zekere sSEG. Maar dan is,
voor willekeurige h'€H, (h") " *nht = (") ts7lgsht =
{sh') *g(sh") €Cy,, want sh'€G. Het element th") Thn' ligt

echter tevens in de subgroep H, en zodoende in de doorsnede
0hnﬂm . Hieruit volgt dat de hele klasse OU in de doorsnede
ligt. ,
Speciale gevallen:

H=G; mHJON - nh , een klasse van H. H={e}; een niet-
lege doorsnede betekent e€C, . en derhalve {e} = Cp s en dan is
de doorsnede gelijk aan {e}, een klasse van H. Ten derde:
2tel H wm.mvmwm~ maar G is niet abels. Blk element van de
niet~lege doorsnede is ook een element van H, en ligt dus auto-

matisch op zichzelf in een klasse van deze abelse subgroep.

Tenslotte: stel G is abels; dan is H eveneens abels. De klasse

nh hestaat uit &8n enkel element van G, en de niet-lege door-

snede is ditzelfde element,; een volledige kilasse van de abelse

subgroep H.
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i Vraagstuk 7.

Beschouw de volgende figuur:

‘1 P/

Bepaal de symmetriegroep van deze figuur. Bepaal vervolgens

de klassen van deze groep. Schrijf de operaties als permu-
taties van de hosken 1, 2, 3 en 4. Het blijkt nu dat, in
tegenstelling tot de regel, permutaties met dezelfde niet-
samenhangende cykelstruktuur niet altijd tot dezelfde klasse

behoren. Wat is er verkeerd gegazan?

Oplossing:
De symmetrie-operaties van deze figuur zijn e, C,. nw
en nw. De symmetriegroep is de cyclische groep van de orde vier,

deze groep is abels; derhalve vormt elk element een klasse op
zichzelf. .

Geschreven als permutaties van de hoeken 1, 2, 3 en 4 Iuiden de

operaties

(1) {2) (3} (4}

6]
i

2]
4

{1432)

(13) (42)

AL
sk
B

§1234} .

2]
'
il

: .mmzmnma is dat gekonjugeerde elementen dezelfde cykelstruktuur




hebben. Dit geldt nog steeds, hoewel triviaal in dit geval.

Voor het omgekeerde, d.w.z. dat elementen met amumwmmm cykel-
struktuur tot dezelfde klasse behoren, is het nodig dat de pexmu~
tatie die de herlabeling wvan de cykels uitvcert, aanwezig is in
de groep. Dit is uiteraard het geval in de volledige permutatie-
groep. Hier is het echter niet zo, want de permutatie (24), die

(1432) zou konjugeren met (1234) volgens Qhwmyﬂﬁmpvﬁmuﬁﬁmpﬁé .

is geen groepselement.




Vraagstuk §.

Gegeven een groep G van oneven orde. Bewijs dat de
volledige groep & langs de diagonaal van de verme-

nigvuldigingstabel staat.
Cplossing:

Schrijf G als {e,a,b,...} . Langs de diagonaal van .

de vermenigvuldigingstabel staat de verzameling Hmw = m:wu.Um. venl}

van kwadraten der elementen, dus 9 kwadraten. We moeten laten

zlen dat voor om oneven alle kwadraten verschillend zijn.

Stel dat toch ergens muuvm , met b#Fa en 5 oneven.

Het element b kan altijd worden geschreven als b=at, voor

zekere tE€G. Dan volgt mw =atat , dus a=tat, waaruit volgt

“lo "1y, d.w.z. t P~t. De klasse ¢, is derhalve

ambivalent. We hebben evenwel {zie tekst) aangetoond dat een groep

t ml“_.ﬁm (= ata

van oneven orde slechts de triviale ambivalente klasse {e}! bezit,

dus t=e; b=at=aes=a, een tegenspraak. Alle kwadraten zijn

derhalve verschillend, waarmee het gestelde is bewezen.




Vhaagsiuk 9.
Beschouw een willekeurig element t van een grosp G.

{aat zien dat het aantal elementen s§€G waarvocr geldt

-1 _ -
= £ met = de orde van
de klasse n._n , wanneer ow een ambivalente klasse is,

en nul wannser nﬁ niet-ambivalent is. Bewiis vervolgens

tsts e, gelijk is aan om\n

dat het totale aantal paren ({s,t) ,s,t€G willekeurig,
dat aan bovenstaande relatie voldoet, gelijk is aan Bmom .

met m het aantal ambivalente klassen van G.

Oploaaing:

De relatie .nmﬁm|H =gz impliceert ﬂ..p = mtu.ﬁm (= mﬂmlwv .
d.wez. € is ambivalent (anders is er geen enkel element s€G
waarvoor de relatie tsts l=e geldt) .

In de konjugatie mwmlw voor vaste tE Ow , alle s€G,
genereren precies ozw elementen s een wi{lfekeurig element
t' € Oﬂ“ namelijk de ozw elementen van de Hw.swmﬂ|nm<ms<mﬂmmpdmu.wﬂ@
s'N, , met s't(s') l=¢t' . Een ambivalente klasse bevat met elk
element t ook zijn inverse ﬂ...y ; derhalve wordt ock het wwmﬁmnw
W|w op 02n manieren gegenerserd door de konjugatie m.wmlH . Dit
aantal is gelijk mmu‘ ozwuom\nﬂ {zie ﬂwmonmam 12} , waarmee het

gestelde is bewezen.

Nu varisren we t over €G. Voor gfke ambivalente klasse

Ce zijn er oﬁaom\oﬂg =9G elementen s€G met de eigenschap
tsts '=e; in totaal levert dit Ewom paren (s,t), met m, het

aantal ambivalente klassen van G.
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Vaaagstuk 10.

Gegeven een groep G, een subgroep '"H en een normale
subgrcep N<H. Bewijs dat N ook een normale subgroep
is van H. Toon aan dat de faktorgroep H/N  een sub-

groep is van de faktorgroep G/N.

Oplossing: . .

. De bewering "N normaal in H" volgt onmiddellijk uit’
g lNs = N voor alle s€G (want N is normaal in G). Dan
geldt dus tevens h™ Nh = N voor alle h€H, want HEG.

Om het tweede deel te bewijzen, schrijven ve
o, 0

; m.\znmmpz..m z......mazw“ a, =e, m= H/ N

2
en

[+] o}
G/N = *cwz.vuz~....avzu i b.=e, p= G/ N .

Dus p>m en p/m= oo\cm is een positief geheel getal. We

kunnen daarom G/N schrijven als

. 0
G/¥ = {c H/N,CH/N,evvsc /N 3 ¢y =e, L= w = %/% .

H/N 1is een groep: G/N is een groep em H/NcG/N, d&us is H/N

automatisch een subgroep van G/N.
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Yraagstuk 11.

Gegeven ziin een groep G en een normale subgroep N.
Stel de nevenverzamelingen z.wwz,mmz..o.ﬁmwz vormen
een subgroep van de faktorgroep G/N. Laat zien dat het

komplex van elementen
:zfﬁmwz?ﬁmwzu::.ﬁmmz:

een subgroep H vormt van G, en dat de index van H-

in G dezelfde is als de index van de subgroep

{N,a z.mmz.....mmzu in G/N .

i

Oplossing:
We geven de subgroep van de faktorgroep G/N aan door

Awwzu : k=0 hmoz =N),1,2,...,5 . De subgroep-voorwaarde geeft

-1

.nm.wﬁ nmuzv = wsz , voor willekeurige 041i,j€s. Pit geeft,

voor de elementen van het komplex H3:

|H i
amu..sw.:mu.ﬂu..u mmnmmnm .

waarmee bewezen is dat H inderdaad een subgroep vormt van G.

De orde van H is , {s+1)%n, die van ﬁmxzu is s+l , =an die

S van G/ is °6/°N. Dus

’ o % , .
(index van B in @) mkm*.:oznﬁ (dndex van {ad} in G ) .

5+




Vaaagsiuk 17.

Met een kommutator in een groep G bedoelen we elk element

twﬁiw

dat geschreven kan worden als s st , voor s,t twee

willekeurige elementen van G . Voorbeefd: het eenheidsele-

ment is altijd een kommutator, nl. voor t=s, sS€G wille-

keurig. Voor een abelse groep is e de enige kommutator,

© want s It7lst=e voor alle s ' n.m G . Laat zien dat de

volgende UmamnMS&mn gelden:

a) Als het element WmAu een kommutator is, dan geldt dit
evensens voor mlw. Bovendien zijn, met g, alle ele-
menten wvan de klasse C kommutatoren.

g
b) Uit a) volgt dat de verzameling van kommutatoren van elke

groep G bestaat uit volledige klassen van elementen van

G . Deze verzameling vormt echter algemeen geen (niet-

triviale) subgroep van G.
c) We vullen de verzameling van kommutateoren aan met produkte:
y wvan kommutatoren tdt de nieuwe verzameling wél een subgroej
van G is. Deze subgroep un heeft de volgende eigen-—

schappen: 1) H, is normaal; ii} de’ faktorgroep m\mn is

abels; 1ii) mo is de kleinste normale subgroep van G

met abelse faktorgroep.

' Oploasing:

aj) Stel g€6G 4is een kommutator, d.w.z. er bestaat een paar

Iwwiw =1

‘{s,t) wvan elementen,zd dat g = s st . Ran geldt ¢ =

.ﬁrpmtwnm , dus mly is opnieuw een kommutator. Elk ander element

kan geschreven S@H&mb als clwmc = slwmnpﬁlwmﬂﬂ
w_

" van de klasse Cq
B -1 =1 ~1, -1

m H fu s uY{u "t zvﬁﬁlwmnvnﬁl tu) = Anlp

mcutwhclpﬂcvluﬁmawmcunﬁl

.én is derhalve ook een kommutator.




b) De verzameling van kommutatoren heefi weliswaar de eigen—
schappen dat de eenheid erin begrepen is en dat alle inversen

eveneens deel uitmaken van dz verzameling, naar ze is algemeen

niet stabiel: (s™ t ™ tsty(p"*q 'pq) kan algemeen niet worden ge-

schreven als S|H¢|wzqq We hebben dus hier niet te maken met
een subgroep van G (behalve, natuurliijk, voor sbelse .5 }.
-1
3
aanvulling met produkten van kommutateren kan een willeksurig

-1
c} i) We korten een xomoutator 9,79, 9;9, af met C,.. Na
4

element van H geschreven worden als ¢,.C, 5...C__ . Maar dan
c . ij ki j=le g

w] . )3
Mm.<00HmHWm.mmnm~Q owuﬁxh...ovma = {g

1

8

nwumuﬁa nxﬁmv...

(g ommmv weer een produkt van kommutatoren, en ligt derhalve

opnieuw in mo. De subgroep (per definitie) mn is dus normaal.

ii)} De faktorgroep m\mn bestaat uit de elementen (nevenver-

zamelingen) ﬁmumnw ; 1= H\m-....om\omn ; 8§, = e. BAangezien H_
normaal is, geldt mpmnwmme = mwmmmn~ voor willekeurige

mH.mmm AmHM. Anderziijds is mwwmmpmwmw een kommutator, Nwm.
wommﬂu. Hieruit volgt s;s. = s,s,h_ en dus ﬁmwmnVﬁmNmnu =

= 8,50 = mumwwome = 5,8, H, nmmwnuﬁmwmou n.mommﬁ de faktorgroep
m\mn abels is.

iii) Stel HeG is een aandere normale subgroep met azbelse
faktorgroep G/H. Aangezien G/H abels is, geldr dat

L, RELH = £ HEH voor witfekeundige (ga dit nall &;,t,€G. Maar

i 2771 2
s - . -l =1
T pam 4 = H=
H is oormaal, mowmw volgh rwﬁwm ﬁmwur, en dus nw t, ﬂuwmn H.,
M.a.w. t.ve 't & €H, nog steeds voor willekeurige %.,t.%G.
1 "2 "L72 A3

Dit betekent dat alle kommutatoren van G in H moeten ligeen;

en dus cok alle produkten van kommutatcren, want H is een (sub}-

J. S groep. We konkluderen dat H ¢H, waarmee het gestelde is bewezen.
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