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Opgave 3

De Hamiltoniaan H van een twee-elektron systeem wordt gegeven door

H(qb CI2) = heff(Ql) + heff(q2>7

her(q1) en heg(g2) zijn effectieve één-elektron operatoren. De totale golffunc-
tie ®(q1, ¢2) wordt geschreven als:

D(q1, q2) = P1(q1)P2(q2),
waarbij ¢ en ¢ eigenfuncties zijn van de één-elektron operator hg, dus:
het (¢i)0x(¢:) = erdr(qi); k=1,2, i=1,2
Opgave 3.1 Bewijs dat:
H(q1, 42)®(q1, ¢2) = E®(q1, ¢2), (1)
met eigenwaarde F = €1 + €.

Opgave 3.2 We definiéren de permutatie operator P15 als de operator die de
coordinaten van elektron 1 met de coordinaten van elektron 2 verwisselt:

P12®(q1, ¢2) = (g2, q1). (2)
De operatoren heg(q1) en heg(go) hebben dezelfde vorm. Laat zien dat de

totale Hamiltoniaan H(q, ¢2) commuteert met Pis.

Opgave 3.3 Bewijs dat ook de Slater determinant

o1(q1) o)
¢1(QQ) 6152(92)

eigenfunctie is van H(qy, ¢2), met dezelfde eigenwaarde E = €; + €.

U(q1,q2) =

1



Opgave 4

Gegeven zijn de regels voor rekenen met spinfuncties en spinoperatoren. Voor
één-elektron spin operatoren:

S4,8,] = ihs,
s?lsmy) = R%s(s+1)|[sm,)
S.|sms) = hmg|sms)
silsmg) = hy/s(s+ 1) —mg(ms £ 1)|sm, £ 1)
St = SpLisy
(s'milsmg) = 0gs0mim,

Voor twee-elektron spin operatoren:

SP = SP(1)+SP<2)a p:x7y727+7_

Opgave 4.1 Laat zien dat de singlet-functie

U(q1, q2) = [@1(71)Pa(72) + d2(71)P1(72)] x [a(1)B(2) — B(1)a(2)],

eigenfunctie is van de twee-elektron spin operatoren S, en S? met eigenwaar-
den Mg en S(S + 1), waarbij S = Mg = 0. De operator S? is gedefiniderd
door:

s? [S(1) +5(2)] - [5(1) + 5(2)]
S_S, +SZ+AS,

Opgave 4.2 Bewijs hetzelfde voor de triplet-functies

qfl(Ql, CJ2) = [¢1(F1)¢2(F2) - ¢2(771)¢1(7?2)]
Ua(q1,q2) = [91(M)@2(72) — @2(71) 1 (72)]
\If3(Q1, CJ2) = [¢1(F1)¢2(F2) - ¢2(771)¢1( 2)]

met spin-eigenwaarden S =1 en Mg = 1,0, —1.
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x [(1)B(2) + B(1)(2)]
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Opgave 5

Het is handig om een verkorte notatie in te voeren voor determinant-functies
(zie ook het dictaat “Aantekeningen bij het college chemische binding I” van
Gé Vissers). In deze notatie schrijven we alleen de diagonaal elementen van
de matrix onder het determinant teken op, bijvoorbeeld:

pra(1) ¢18(1) @aa(1)
pra(2) $18(2) ¢2a(2) | = [¢1a(1)918(2)pacr(3)].
p1a(3) ¢18(3) ¢aar(3)

Deze notatie kan nog verder worden ingekort. Ten eerste kunnen we de
elektron labels weglaten omdat de volgorde daarvan vastligt binnen de de-
terminant. Ten tweede merken we op dat er maar twee mogelijke één-elektron
spinfuncties zijn (« en 3). We noteren alleen het baandeel van een spinorbi-
taal voor een functie met a-spin en zetten een streepje boven het baandeel
voor een functie met (-spin. De determinant uit het voorbeeld wordt dan
geschreven als:

o1 (1)p18(2)p2x(3)| = |¢1$1¢2\-

Voor een systeem met 3 elektronen in 3 verschillende ruimte-orbitalen, ¢,
@2 en ¢3, bekijken we de volgende twee golffuncties:

U = 2|p1a(l)p0(2)p35(3)|
—|p1a(1)p28(2)p3x(3)| — [@18(1) p2cv(2) p3x(3)]

Ui = [¢1a(1)g28(2)dsa(3)] — [¢18(1)pacr(2)pza(3)].

Dit zijn lineaire combinaties van determinant-functies (die tevens spin-eigenfuncties
zijn met S = Mg = %) Bewijs dat van W; en W;; slechts één enkele
determinant-functie overblijft wanneer de ruimte-orbitalen ¢; en ¢, identiek

zijn: ¢ = ¢o. Welke determinant-functie is dit en wat wordt de coéfficiént?



