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1 Inleiding

Deze aantekeningen zijn een uitwerking van een deel van de stof zoals die in
het college “Chemische Binding I” behandeld is. Het behandelt voornamelijk
de wiskundige theorie achter de chemische binding, voor de chemie achter dit
verhaal kun je het best hoofdstuk 14 uit Atkins lezen. Deze aantekeningen
vormen dus lang niet het hele verhaal!

We beginnen dit stuk met een herhaling van begrippen die in Wiskunde 2 &
3 geintroduceerd zijn, zoals lineaire ruimte, (abstracte) vectoren, inprodukt,
basis en operatoren. Deze begrippen zijn vereist om te begrijpen wat er
nu eigenlijk gebeurt als je een quantumchemisch probleem op aan het lossen
bent. Verder staan er stukjes over het werken met directe produkten en spin
in, en iets over Slater-determinanten. Tenslotte volgt nog een hoofdstukje
over (tweetallige) symmetrie.

Ik heb geprobeerd voor zo veel mogelijk resultaten in deze aantekeningen te
laten zien waar ze vanaf komen. Als verschillende vergelijkingen op dezelfde
of soortgelijke manier uitgewerkt kunnen worden is er vaak slechts één voor-
beeld uitgewerkt, waarmee het niet moeilijk zou moeten zijn de rest af te
leiden (wat misschien ook geen slecht idee is om te proberen). Voor vragen
of opmerkingen over deze aantekeningen sta ik altijd open, het makkelijkst
ben ik bereikbaar via email op wvissers@theochem.kun.nl.

2 Lineaire ruimte, vectoren en inprodukten

Een lineaire ruimte (vectorruimte) V is een verzameling met de volgende
eigenschappen:



1. Je kunt er in optellen: als Z € V en § € V dan ook Z+ ¢ € V. Dit
optellen volgt de normale regels, d.w.z. £+ (§+2) = (F+¢)+ 2, en
T+y=y+7

2. Er is een scalaire vermenigvuldiging gedefinieerd, dus als £ € V en ¢
is een getal, dan ¢ € V. Als ¢ alleen reéel mag zijn noemen we V
een reéle vectorruimte, als ¢ ook complex mag zijn is V een complexe
vectorruimte. Deze vermenigvuldiging moet ook voldoen aan de regels
die je zou verwachten: 1¥ = &, ¢(dZ) = (cd)¥, (¢ + d)T = & + dZ,
(Z+7Y) =cZ+cy.

3. Er is een element 0 van V, zodanig dat voor alle Z € V geldt dat
F+0=4.

4. Voor ieder element Z € V is er een tegengestelde (—z) € V, zodanig
dat ¥4 (%) = 0.

De elementen van een dergelijke ruimte noemen we vectoren. Merk op dat
hiermee (op dit punt) niet noodzakelijk een kolommetje danwel rijtje getallen
bedoeld wordt. Bekijk bijvoorbeeld de lineaire ruimte bestaande uit alle
polynomen van graad kleiner of gelijk aan twee (check dat dit inderdaad
een lineaire ruimte is), dan noemen we het polynoom p, met p(z) = po +
p1x + pax?, ook een vector. Verder zien we met de bovenste twee eisen
onmiddellijk dat voor alle vectoren Z en g uit een lineaire ruimte V' geldt
dat
Z,yeV = cf+dyelV,

voor willekeurige getallen c en d.

In een dergelijke lineaire ruimte willen we een inprodukt definiéren. Het
inprodukt (-|-) is een functie van twee vectoren die een getal oplevert, en die
voldoet aan de volgende eisen:

L (Zy) = (917)",
2. (Z]Ag) = MZ|g),
3. (Tly + 2) = (@|y) + (7).

4. Uit de eerste eis volgt dat (Z|Z) reéel is. Dan eisen we verder (Z|Z) > 0,
en

5. (Z|Z) = 0, dan en slechts dan als Z = 0.



Met deze eisen kunnen we nog enkele andere handige rekenregeltjes voor
inprodukten bewijzen:

(AZ|g) = (FIAE)" = MFIB)]" = A (1) = A" (Z]7)
(@ +912) = EE+9)" = [(Z12) + G = (A2)" + (2ly)" = (#12) + (712)

Begrippen als lengte, loodrecht (orthogonaal) en projectie kunnen we met
behulp van een inprodukt generaliseren:

e De lengte van een vector 7 is ||Z|| = /(Z|Z).

e Vector ¥ staat loodrecht op ¥ als (Z]y) = 0.

e De projectie van een vector £ op een vector ¥/ is gﬁylﬁ”g

>

Een vector # heet genormeerd als zijn lengte 1 is, dus als (Z|Z) = 1.

Tenslotte een voorbeeld uit de quantummechanica: de ruimte van alle kwa-
dratisch integreerbare functies in één dimensie. Dit is de ruimte waar het
beroemde deeltje in een één-dimensionaal doosje in leeft. Het inprodukt op
deze ruimte kunnen we definiéren als

o) = [ " f(@)gle)da. 1)

Kwadratisch integreerbaar slaat in dit geval op het feit dat we eisen de lengte
van een vector uit deze ruimte eindig is:

uin= | " f@) f@)de < oo 2)

Optellen in deze ruimte is gedefinieerd door (f + g)(z) = f(x) + g(x), de
scalaire vermenigvuldiging door (c¢f)(z) = ¢[f(z)]. De nulvector is natuur-
lijk de constante functie f(z) = 0, en de tegengestelde van een functie is
simpelweg gedefinieerd door (—f)(x) = —[f(z)]. Als we willen nagaan of
dit echt een lineaire ruimte definieert, moeten we voor de bovenstaande de-
finities nagaan of het resultaat nog wel in de ruimte ligt. Dat het allemaal
functies zijn is wel duidelijk, we moeten dus kijken of deze functies kwadra-
tisch integreerbaar zijn. Dat de nulvector kwadratisch integreerbaar is, is
triviaal, evenals dat (—f) en c¢f dat zijn. Voor de optelling is het verhaal
iets moeilijker, maar aangezien we weten dat voor alle z geldt dat

[f(@) —g@)* = [f(z) - g(@)]"[f(z) - g(x)]
= f(@)'f(@)+g(x)"g(x) — f(x)"g(x) - g(z)" f ()

> 0



weten we ook dat voor elke z geldt dat

f@)g(@) +g(@)" f(x) < f(2)" f(2) + g(x)"g(x). (3)

Aangezien de integraal over de rechterkant kleiner dan oneindig is, is de
linkerkant dat zeker. Maar dan is het inprodukt

(f+glf +9) = /_Oo f@) f(z)+g(x)*g(z) + f(x)*g(x) + g(x)" f(z)dz (4)

dus ook kleiner dan oneindig, zodat als f en g kwadratisch integreerbaar
zijn, hun som dat ook is. Je kunt met de uitdrukking voor het inprodukt,
vgl. (1), alle regeltjes voor het inprodukt nalopen om te kijken of het écht
een inprodukt definieert.

3 Lineaire afhankelijkheid, dimensie, basis
Stel we hebben een lineaire ruimte V. Een vector

axL+ ...+, = E T
%
uit deze ruimte noemen we een lineaire combinatie van de vectoren &1, ..., T,.
Het stel vectoren {Z1,...,Z,} is lineair onafhankelijk als de enige oplossing

van de vergelijking
Z Cifl' = 6

(2

iscy =...=c, =0, of, anders gezegd: geen van de vectoren %1, ..., T, is een
lineaire combinatie van de andere. Als dat wel het geval is zijn de vectoren
lineair afhankelijk. De dimensie van V', dim(V'), is dan het grootst mogelijke
aantal lineair onafhankelijke vectoren in V. Als we zo’n verzameling van
{€1,...,é,} met n = dim(V) lineair onafhankelijke vectoren hebben, vormen
die een basis voor V. Een basis is orthogonaal als alle vectoren in de basis
loodrecht op elkaar staan, en orthonormaal als ze bovendien genormeerd
zijn. Voor een willekeurige basis {€7,...,¢€,} is elke vector in V' te schrijven
als een lineaire combinatie van basisvectoren®, dus voor elke ¥ € V geldt

V= (5)

Immers, als er een vector is waarvoor dat niet geldt, is deze lineair onafhankelijk van
de basisvectoren, en hebben we dus n + 1 lineair onathankelijke vectoren. Maar dan is
dim(V') > n, zodat de verzameling {€1,...,€,} geen basis voor V vormt.




Het enige dat we nu nog moeten doen is de coéfficiénten ¢; bepalen. Hier
komen de inprodukten weer om de hoek kijken. Neem aan allebei de kanten
van vgl. (5) het inprodukt met een basisvector €}, dan staat er

(@lv) = (&Y e =Y _(@lae, (6)
i i

waarbij voor de laatste gelijkheid eigenschappen 2 en 3 van het inprodukt

gebruikt zijn. Vgl. (6) is geldig voor alle basis vectoren €. Schikken we nu

de coéficiénten ¢; in een kolomvector c, en de de inprodukten (€}|7) in een

kolomvector v:
c1 (e1]v)

Cn (€n]D)

en definiéren we de overlap matrix S met elementen Sj; = (€;]€;):
{eler) --- (alen)

<€n‘€1> <€n’€n>
dan kunnen we vgl. (6) opschrijven als de matrix vergelijking
Sc=v, (7)

met als oplossing?
c=S"lv. (8)

In het geval de basis orthogonaal is, geldt (€}|€;) = d;:||€:]|?, zodat de matrix
S een diagonaalmatrix wordt. De inverse van een diagonaalmatrix S is
simpelweg een diagonaalmatrix met elementen (S~1); = 1/S;. Invullen
van deze elementen in vgl. (8) levert ons dan een uitdrukking voor 7 in een
orthogonale basis:
7= ¢
7

’De vraag is dan: is S wel inverteerbaar? Dat dit zo is kunnen we inzien door te
bedenken dat als dat niet zo is, S singulier is, en dat er dan dus minstens één vector
X # 0n,x1 bestaat waarvoor geldt dat Sx = 0,x1. Maar dan geldt xTSx = 0, ofwel
>y Til€il€)a; = (32, zi€il)2, xi€5) = 0, en uit de eisen voor het inprodukt volgt dan

f\é‘ﬁg’ ®)

dat de vector ), z:i€; = 0. Maar dan zijn de vectoren {€1,..., €, } dus lineair athankelijk,
wat in tegenspraak is met het feit dat deze een basis vormen. Dus is S regulier, en dus
inverteerbaar.



ofwel, in een orthogonale basis is een vector te schrijven als een som van
de projecties van de vector op de basisvectoren. Als de basis bovendien
genormeerd is, gaat S, en daarmee ook S™!, over in de eenheidsmatrix, en
wordt vgl. (7) simpelweg ¢ = v, zodat we een willekeurige vector ¥ in een
orthonormale basis (en alleen in een orthonormale basis!) kunnen schrijven

als
7= EElv). (10)

)

4 Lineaire afbeeldingen, operatoren, eigenwaarden
en eigenvectoren

Een lineaire afbeelding A van een lineaire ruimte V' naar een lineaire ruimte
W is een functie, die gegeven een vector uit V' een vector uit W oplevert,
en die voldoet aan de volgende regels:

1. A(Z+7) = AT + Ay,
2. A(ci) = ¢(AD).

Een lineaire afbeelding van V' naar zichzelf noemen we ook wel een operator.
Het produkt van twee operatoren definiéren we door zijn werking op een
willekeurige vector

(AB)Z = A(BZ). (11)
Merk op dat de nulvector in V altijd op de nulvector in W wordt afgebeeld.?

Stel, we hebben een operator A op een lineaire ruimte V. Als er dan een
vector ¥ £ 0 en een getal A bestaan, zodanig dat

AT = M7, (12)

dan noemen we ¥ een eigenvector van A, en A de bijbehorende eigenwaarde.
Als ¥ een eigenvector van A met eigenwaarde A is, is elke vector ¢t met
willekeurige ¢ # 0 dat ook, want

A(c) = ¢(AT) = ¢(A\T) = (eN)T = (Ae)T = A(cD). (13)

Sterker nog, als ¥’ en W twee eigenvectoren van A zijn bij dezelfde eigenwaarde
A, dan is elke lineaire combinatie ¢ + dw van deze twee vectoren dat ook:

A(cT 4 dib) = A(ct) + A(dd) = A(e) + Mdib) = Ncb + did).  (14)

SWant AZ = A(Z + 0) = AZ + A0 voor willekeurige Z € V.



Voor het bepalen van de A’s en ¢’s waarvoor vgl. (12) waar is, hebben we
(wederom) het inprodukt op V nodig. Als de verzameling {é1,...,€,} een
basis voor V is, dan weten we dat we de vector ¢ kunnen schrijven als een
lineaire combinatie van basisvectoren: ¥ = ). ¢;€;. Vullen we dit in in vgl.
(12), dan staat er

A adi=) c(da) =AY ad (15)

Nemen we weer het inprodukt met een willekeurige basisvector €, dan kun-
nen we dit dus herschrijven tot

D (&1 Ad)e = A (lei)e (16)

7

Als we de expansiecoéfficiénten ¢; weer in een kolomvector ¢ schikken, ons
de definitie van de matrix S herinneren, en de matrix A definiéren met
elementen Aj; = (€5 Aé;):

<€n|A51> T <€n|A€n>

dan kunnen we vgl. (16) herschrijven tot de matrix vergelijking

Ac = )\Sc, (17)

ofwel
(A —AS)c = 0,x1. (18)
Dit geeft alleen een niet-triviale (triviaal: ¢; = ... = ¢, = 0) oplossing als

de determinant van A — AS nul is.* Dan kunnen we dus die waarden van
A zoeken waarvoor de determinant nul is. Uitschrijven van de determinant
levert een n-de graads polynoom op, en er bestaan dus n eigenwaarden
Ni, i =1...n.% Terug invullen van een ); in vgl. (18) levert een stelsel van

4Als de determinant van A — AS niet nul is, is deze matrix inverteerbaar. Dan kunnen
we dus beide zijden van de vergelijking vermenigvuldigen met die inverse, zodat

(A —XS)"'(A —AS)c = (A — AS) '0nx1,

ofwel ¢ = 0y x1.
®Merk op dat twee eigenwaarden hetzelfde kunnen zijn, en dat de eigenwaarden voor
een willekeurige operator niet noodzakelijk reéel hoeven zijn.



vergelijkingen op. Oplossen van dit stelsel levert ons de bijbehorende vector
c;, op een arbitraire voorfactor na, zie vgl. (13). Merk op dat uit vgl. (14)
volgt dat als eenzelfde eigenwaarde meermalen voorkomt (ontaarding), de
bijbehorende eigenvectoren niet eenduidig bepaald zijn. Wel is het zo dat
als A; een multipliciteit g; heeft, we in de praktijk g; lineair onafhankelijke
eigenvectoren kunnen kiezen.

5 Hermitische operatoren

Stel V is een lineaire ruimte, en A is een operator op V. Het is dan te
bewijzen dat er een unieke operator AT bestaat, zodanig dat voor elke twee
vectoren X,y € V geldt dat

(@ Ag) = (ATz|g). (19)
Meer specifiek geldt dus voor de basisvectoren
(Algle;) = (gj|ATe)" = (&]Ae) (20)

zodat voor de elementen van de matrix van AT ten opzichte van de basis
{€1,...,€,} geldt dat (AT); = Ajj;, of andersom (AT);; = A%;. We kunnen de
matrix van A" dus krijgen door de rijen en kolommen van A te verwisselen,
en complex te conjugeren. Omdat vgl. (19) voor willeurige vectoren uit V'
geldt, kunnen we voor het operatorprodukt AB schrijven

(#|ABg) = (¥|A(By)) = (A'#|By) = (BTATZ(7), (21)

zodat de Hermitisch geconjugeerde van AB wordt gegeven door

(AB)" = BTAT. (22)
Een Hermitische operator H is een operator waarvoor geldt dat
at—m (23)

We weten dan dus onmiddellijk dat voor de matrixelementen van H moet
gelden dat H;; = HJ;. Stel nu dat A een eigenwaarde van een Hermitische
operator is, en ¥ de bijbehorende eigenvector. Dan geldt

(G| HT) = (T|\F) = @), (24)



maar ook
(G| H) = (H'5|5) = (Ho]5) = (A5]7) = \*(5]5), (25)

zodat geldt A = \*, ofwel, eigenwaarden van een Hermitische operator zijn
reéel. Stel verder dat ¢’ een andere eigenvector van H is, bij een eigenwaarde
N. Dan geldt

@ = —\FD,  (26)
@7 = (715 = (HOH = (NPl =N, (@)

waarbij we gebruikt hebben dat X\’ reéel is. Dan zijn er twee mogelijkheden:

e A\ # )N, maar dan moet gelden (¢'|0) = 0, ofwel eigenvectoren van
een Hermitische operator bij verschillende eigenwaarden staan altijd
loodrecht op elkaar.

e A =)\ In dat geval vertelt vgl. (14) ons dat elke lineaire combinatie
van ¢ en ¥ ook een eigenvector is van H bij dezelfde eigenwaarde. Dan
kunnen we dus ook twee lineaire combinaties maken die loodrecht op

elkaar staan (bijvoorbeeld v en ¢' — ¥/ %ﬁg)

6 Even terug naar de chemie

Wat heeft dit alles nu met chemie te maken? In de quantummechanica pro-
beren we voor een molecuul met N, electronen en Ny kernen de Schrédinger
vergelijking

6\1/(r1 .. .I‘Ne,Rl .. .R,Nk,t)
ot

HU(ry...rn.,Ry...Ry,,t) =ik (28)
op te lossen, waar r; de positie van electron 7 is, en R, de positie van kern a.
De golffunctie ¥ is op elk tijdstip ¢ een element van een lineaire ruimte, ofwel
een vector (deze ruimte heeft nog enige andere eigenschappen die hem tot
een Hilbert-ruimte maken, maar daar gaan we hier niet op in). De Hamilto-
niaan H is een Hermitische operator op deze ruimte. Als de Hamiltoniaan
niet van de tijd afhangt, dan hangen zijn eigenwaarden en eigenvectoren ook
niet van de tijd af (maar wél van alle plaatscodrdinaten). Aangezien we voor
een Hermitische operator op een n-dimensionale lineaire ruimte n orthogo-
nale (en dus lineair onafhankelijke) vectoren kunnen construeren, vormen
de eigenvectoren van H ecen basis voor de ruimte waarin ¥ leeft. Verder
kunnen we de voorfactor bij elke basisfunctie zo kiezen dat deze genormeerd



is, zodat we een orthonormale basis krijgen. Hiermee kunnen we de totale
golffunctie ¥ op elk tijdstip uitrekenen, als we W op een bepaald tijdstip g
kennen. Noteer namelijk de eigenvectoren van H als ¢;, 1=1...n, en ex-
pandeer ¥(¢) in termen van deze functies met tijdsafhankelijke coéfficiénten
(we vergeten even de plaatscodrdinaten er bij te schrijven):

w(t) = 3 eilt)on (29)
Dan wordt de Schriodinger vergelijking

Zcz(t)ﬁ¢z = Zcz €z¢z = hz dCZ (blu (30)

(2

waar ¢; de eigenwaarde van H bij de eigenvector ¢; is. Nemen we dan het
inprodukt met een bepaalde eigenfunctie ¢;, dan wordt dit

S cilt)ealdgl) = thC@ (5164), (31)

%

en aangezien de basis orthonormaal is geldt (¢;|¢;) = d;i, zodat

de;(t)

(1) = ih
EJCJ() ? dt )

(32)
ofwel A
cj(t) = cj(to)e " (t=t0)/n, (33)

De oplossing van de Schrodinger vergelijking met een tijdsonafhankelijke
Hamiltoniaan wordt dus gegeven door

\I/(t) = Z Ci(to)e_igi(t_to)/h(bi. (34)

i

Dit is dus géén eigenfunctie van de Hamiltoniaan. Het is ook niet iets
meetbaars: de golffunctie is complex.

7 Directe produkten

In het vorige stukje hebben we gezien dat de de Hamiltoniaan-eigenfuncties
in het algemeen afhangen van meer dan een codrdinaat. Stel dat we een
functie ¢(rq,ry) van de plaats van twee deeltjes (1) en (2) hebben, en dat

10



we die functie kunnen schrijven als een produkt van twee functies die ieder
van de plaats van maar één deeltje afhangt:

Y(r1,r2) = o(r1)x(r2). (35)
We kunnen dit dan noteren in direkt produkt notatie als
Y=03x (36)

Wat bedoelen we hier nu eigenlijk mee? Neem aan dat we vectoren ¢ hebben,
die leven in een lineaire ruimte van dimensie n, en vectoren  in een (niet
noodzakelijk dezelfde) ruimte van dimensie m. Dan vormen alle lineaire
combinaties van paren ¥ ® @ die voldoen aan

1. (V) @ W =T ® (W) = (V@ W),
2. 7@ (W+ W) =00 W+7® W, en
3. (T4+7)Q@T=TQT+7 W,

een lineaire ruimte van dimensie n x m. Met andere woorden, de v uit vgl.
(36) leeft dan ook in een lineaire ruimte, en is dus ook een vector. Als nu
{€1,...,€,} een basis is voor de eerste vectorruimte, en {fi, . ,fm} een
basis voor de tweede ruimte®, dan vormt de verzameling

{&@f;, i=1...n,j=1...m}

een basis voor de produktruimte. Het eerstvolgende dat we dan willen doen
op de nieuwe lineaire ruimte is het maken van een inprodukt. Dit kan
gedefinieerd worden in termen van de inprodukten van de lineaire ruimtes
waar één-deeltjes functies in leven:

(U@ @) = (0|0 (b|). (37)

Nu we een basis en een inprodukt hebben gedefinieerd op de produkt ruimte
kunnen we een willekeurige vector £ = ¥ ® W expanderen in deze basis.
Hiertoe gaan we op exact dezelfde manier te werk als in hoofdstuk 3:

f:17®w:zcij€i®ﬁ7 (38)
]

In veel gevallen zijn de twee verzamelingen {&;} en { f;} gelijk, bijvoorbeeld in het
geval dat we het ruimtelijk deel van een twee-elektron golffunctie willen schrijven als een
direct produkt van (één-elektron) orbitalen. Dit hoeft echter niet het geval te zijn, als we
bijvoorbeeld baan- en spindeel van een golffunctie vermenigvuldigen construeren we een
direct product tussen een vector uit de baanruimte en een vector uit de spinruimte.

11



neem aan beide kanten het inprodukt met €j, ® ﬁ , zodat
(@ ® filf @ @) = > (@ ® file; ® fi)ei, (39)
tj
definieer de kolomvector x met elementen
i = (6 ® fild © @) = (El7)(fil@),

zet de coeéfficiénten c;; onder elkaar in een vector c, en definieer de overlap
matrix S met elementen

Skiij = (& ® filé ® f3) = (@le) (Al f7),
dan krijgen we precies dezelfde matrix vergelijking als vgl. (7):
Sc =x. (40)

Ook voor operatoren is alles precies analoog. Als A een operator is op de
eerste één-deeltjes ruimte, en B een operator op de tweede ruimte dan is
A® B een operator op de produktruimte, met als werking

(A® B)(T®w) = (A7) ® (Bw). (41)

De Hermitisch geconjugeerde van een dergelijke operator kunnen we bere-
kenen door te kijken naar de definitie:

FTeu|(Ae B) @ @) = (Ao B) (T d)|7 o). (42)
Uitwerken van de linkerkant van deze vergelijking geeft

(TRw|(Ae B) (T @) =

en aangezien dit geldt voor willekeurige ¥’s en w’s schrijven we
(Ao B)f = AT @ B, (44)

Ook vermenigvuldigen van twee produktoperatoren is simpel genoeg. Omdat
voor willekeurige ¢ en W geldt

(Ao B)(C®D)(tow) = (A B)[(CF) o (D)
— (AC?) ® (BDw)
= (AC ® BD)(7 @ W), (45)

12



kunnen we schrijven (A ® B)(C ® D) = AC ® BD. De matrix van het
operatorprodukt A @ B wordt op dezelfde manier als in hoofdstuk 4 gedefi-
nieerd, nl. door het inprodukt te nemen van de basisvectoren met het beeld
van de basisvectoren. Dus voor de elementen van de produkt matrix A ® B
schrijven we

(A® By = (@®fi

= ApByj,
waarbij A de representatie van A ten opzichte van de basis {€1,...,8&,} is,
en B de representatie van B ten opzichte van {fl, . ,fm} Bedenk nu zelf

hoe de matrix eigenwaarde vergelijking (17) er voor A® B er in de basis
{&i® f]} uit ziet.

Tenslotte: het gehele hierboven beschreven proces kan natuurlijk gemakke-
lijk gegeneraliseerd worden tot systemen van meer deeltjes, door het directe
produkt te nemen van de produktfunctie ¥y = ¢ ® x met een derde, een
vierde. enz. één-deeltjes functie.

8 Eén-elektron spin operatoren

Een beschrijving van een molekuul zonder de spin van verschillende deeltjes
mee te nemen blijkt in de praktijk niet volledig te zijn. Daarom zullen we
er hier wat meer op ingaan, in dit hoofdstukje alleen voor één elektron, in
het volgende hoofdstuk voor meer elektronen.

De één-elektron spinoperatoren 5, 5§, en §. zijn Hermitische operatoren
die “zich gedragen als impulsmoment operatoren”, in de zin dat ze aan
dezelfde commutatierelaties voldoen. We zullen daarom beginnen met iets
over de commutatierelaties van de impulsmoment operatoren te bekijken.
Het impulsmoment [ van een deeltje kunnen we schrijven als

[=7xp, (46)

waar i de plaats van het deeltje is, en p'zijn impuls. In de quantummechanica
werken we met operatoren, dus schrijven we

= le z ﬁaz :&ﬁz - éﬁy
l= ly = (] X ﬁy = 2Dy — TPz . (47)
l Z ﬁz i'ﬁy - Z)ﬁa}
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De componenten van | zijn Hermitisch. Bereken bijvoorbeeld de Hermitisch
geconjugeerde van [,:

lT pTot — pist

(b — 2py)" = pLgT — PI2T = pog — py2 = P> — 2Dy = lo,  (48)

waarbij we gebruikt hebben dat de plaats en impuls Hermitisch zijn, en dat
[9,p.] = [2,py] = 0. Als we nu de commutator van bijvoorbeeld I, en [,
uitschrijven, zien we dat

[lm’ ly] = [gﬁz - éﬁy, ZPs — j]:A’z]
[gﬁm 213:1:] - [.@ﬁza j]:A’z] - [2]33/’ 213:1:] + [Eﬁya j]:A’z]
= YP:ZDx — ZD2YDz — YP2TP» + TPYP-
- éﬁyéﬁm + éﬁxéﬁy + 2I§yiﬁz - j]:A’zéﬁy- (49)
We gebruiken weer dat de cotrdinaten x, y en z onafhankelijk zijn, zodat
we voor ongelijke codrdinaten p # o (p,0 = x,y, z) kunnen schrijven

[ﬁ7 &] - [/67150] = [ﬁpaﬁa] =0, (50)

A~

ofwel po = 6p, enz. Dan kunnen vgl. (49) dus herschrijven als

[lﬂﬁv ly] = [27152](@'15@/ - Z)ﬁm)
.0 8 “
.0 O ..~
= —zh(z& - [1 + za])l
= ihl,. (51)

Uitschrijven van de andere commutatoren levert op dat we z, y en z cyclisch
mogen verwisselen, zodat we hebben

o)1y = ihls, [l 1) = ihly, (I, 1,) = ikl (52)
Als we dan verder nog de operator [? definiéren als
72 _ 72 72 72
=105+ +1 (53)
en we rekenen de commutator daarvan met bijvoorbeeld Iy uit, dan krijgen
we
[2,0] = [2+2+121,]
= ylyly — lplyly + LI, — L1,
L ihdy iyl — Bl — byl + iRy + L+ ih i — L,
=0 (54)



Hetzelfde resultaat kI"ngeIl we als we I, vervangen door Z of I,. Omdat
[ commuteert met lx, l en [, kunnen we gemeenschappelijk eigenfuncties
maken van [2 en één van de drie andere. De conventionele keus hiervoor is
l;. Bij overgaan op bolcoordinaten (r,6,¢) blijken de operatoren le, Zy, l;
en dus ook [? alleen van de hoeken 6 en ¢ af te hangen. De eigenfuncties
zijn dan de spherisch harmonische functies Y. (6, $), waarvoor we kunnen

schrijven

PYyL(0,6) = B+ 1)Y5,(60,9), (55)

of in meer abstracte ket-notatie (we zullen deze later meer gebruiken)
Plim) = B2+ 1D)[Im),  1.|lm) = hm|lm). (57)
De spherisch harmonische functies zijn genormeerd en orthogonaal:
(Im|l'm"y = 81/ 6y - (58)

Op grond van een geometrisch argument, namelijk dat de golffunctie op
¢ + 27 gelijk moet zijn aan de golffunctie op ¢, volgt dat m en [ gehele
getallen moeten zijn. Verder kun je met behulp van de ladderoperatoren
li = l izl laten zien dat —I < m <.

Wat heeft dit alles met spin te maken? Als gezegd, de spin-operatoren
Sz, 5y en 5, gedragen zich op dezelfde manier als de corresponderende im-
pulsmoment operatoren. Het ligt dan ook voor de hand om soortgelijke
eigenfuncties |smy) te definiéren, waarvoor geldt dat

§%smy) = h2s(s + 1)|sms), S,)smg) = hims|smy). (59)

Het verschil met de impulsmoment eigenfuncties ligt in het feit dat niet
langer meer geldt dat s en mg gehele getallen hoeven zijn. We kunnen dit
als volgt aanpraten: de golffunctie zelf is niet een fysisch ding. Wat wel
meetbaar, en dus fysisch is, is de absolute waarde van het kwadraat van de
golffunctie, zodat

[T(p+ 27)[ = [T())[? (60)
ofwel”

U(p+ 27) = +T(4). (61)

"Strict genomen is dit natuurlijk niet waar: aangezien ¥ complex is, gaat vgl. (60) op
als ¥(¢ + 2m) = ¢¥(¢) voor elke willekeurige ¢ op de complexe eenheidscirkel.
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Nemen we dit als eis, dan volgt daaruit dat

1 3

—0,-,1,2,...
STV g

ms=—8,—s+1,...,s. (62)

Het blijkt dat voor een elektron geldt dat s = % We hebben dus twee

mogelijke eigenfuncties van 2 en 5., namelijk
11 1 1
o= §§> en ﬁ: 5 —§>7
met
3h? 3n?

§2C¥ = TO& §2ﬂ = Tﬂ, (63)

. h . h

;0= ga 3,0 = —56 (64)

2

Aangezien dit alle eigenfuncties van §° en §, zijn, vormen deze twee functies
een basis voor de spinruimte van één elektron, een feit dat we straks kunnen
gebruiken bij het construeren van een basis voor de spinruimte van meer
elektronen. Ook deze functies zijn genormeerd en orthogonaal, zodat

(ala) = (BIB) =1, (a|B) = (Bla) = 0. (65)

Tenslotte zullen we in het volgende hoofdstuk de ladderoperatoren §4+ nodig
hebben. Deze zijn gedefinieerd door

81 =8, + i3, (66)

Aangezien zowel 5, als 5, Hermitisch zijn, volgt hieruit dat de Hermitisch
geconjugeerde van §1 = $x. Verder volgt uit (wederom) de commutatiere-
laties dat

[§%,51] =0, 5.,51]) = +hé.. (67)

Maar dan geldt dus dat
§%54|smy) = 515 |sms) = h2s(s 4 1)é4]smy) (68)

en
$,84|sms) = 84(8, + hi)|sms> = h(ms £ 1)81|sms), (69)

zodat de functies 54 |sm,) 66k eigenfuncties zijn van 52 en 3, bij dezelfde s

maar bij een andere m’, = my + 1. Dan kunnen we dus schrijven

Si|sms) = 4 5.m,|s ms £ 1). (70)
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De coéfficiénten c4 4 ,,, kunnen we uitrekenen door het inprodukt van 5 |smy)
met zichzelf uit te rekenen:

(8xsmig|dasmg) = |cx om,|*(s ms £ 1]s ms £ 1) = et s.m. | (71)
Maar we weten ook dat
($xsmgs|SLsmg) = (éléisms\sms>,: (§x845mg|smy). (72)

Uitwerken van de operator 5154 levert

§+81 = (82 Fi8y) (5, £ i8y) = 83 + 8, i[85, 8] = §* — 82 Fhé., (73)
zodat
(§1sms|Stsmg) = <(.§2 - ,§§ F hs,)smg|smyg)
= R2[s(s+ 1) — m(m £ 1)](smg|sm)
= R3s(s+1) —m(m=*1)]. (74)

Maar dat is gelijk aan |c4 g m, |2. Kiezen we dus c4 s, reéel en positief, dan
volgt daaruit

sulsmg) =hy/s(s+1) —m(m£1)|s ms £ 1). (75)
Voor het elektron komt dat neer op
Sya=0 S_a=hp (76)
af=ha  &B=0 (77)
9 Meer-elektron spin operatoren

Het werken met spin voor meer elektronen is niet wezenlijk veel moeilijker
dan voor één elektron. De spin-operatoren 5}, ﬁy en S, zijn namelijk ge-
woon sommen van spin-operatoren die op één elektron werken en de andere
ongemoeid laten. We kunnen dit wat formeler opschrijven, bijvoorbeeld in
het geval van twee elektronen:

Sp:§p®i+i®§p, p=1I,,z. (78)
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Aangezien zowel de eenheidsoperator 1 als de 5, Hermitisch zijn, zijn de
S, dat ook. Zij hebben ook dezelfde commutatierelaties als de impulsmo-
mentoperatoren van vgl. (51), immers

92,8, = (. @1+108,)3,01+1935,)
— (5,21 4+1®58)(6., @1+1245,)
= 8,8, @145 ®8 +8,®& + 115,35,
—5y8, ©1 -8, ®5, -8, ®5, - 15,8
= [8:,8,)®1+1® [3;,3,]
= ihé,e1+1®3,)
= ihS.. (79)

Uitschrijven van de andere commutatoren leert ons dat we weer cyclisch
mogen verwisselen. Uit S;, S, en S, kunnen we weer een operator 5?2 =
S2 4 SZ + 52 bakken, en met de commutatierelaties [zie vgl. (54)] volgt dan
onmiddellijk dat
[5%,8,] = [52,8,] = [5%,5.] = 0. (80)

Merk op dat S? nfet gelijk is aan §2 ® 14 1 ® §2. Uitschrijven geeft immers
S? = (5,01+108)°+(3,e1+108,)°+ 3. 01+1s5,)?

= £20l+ie82+25,056+801+108+238,03,

+201+1082+25, 05,
= PRI+1082+25, 08 +5,®38,+5, ®35,). (81)

Aangezien de twee-elektron spin operatoren zich op dezelfde manier gedra-
gen als de één-elektron spin operatoren, verwachten we dat we weer eigen-
functies |SMg) van S? en S, kunnen maken, die voldoen aan

S2|SMs) = h2S(S +1)|SMg),  S.|SMg) = hMg|SMsg). (82)

Deze eigenfuncties liggen ergens in de directe productruimte van twee één-
elektron spinruimtes. Aangezien de functies o en § een basis voor de één-
elektron spin ruimte vormen, wordt een basis voor de twee-elektron spin-
ruimte gegeven door

{fa®a,a®p,f@a B}

Met behulp van de definitie van het inprodukt in de direct produkt ruim-
te, vgl. (37), en de orthonormaliteit van de één-elektron spinfuncties vgl.
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(65), zien we dat ook dit een orthonormale basis is. Al deze functies zijn
eigenfuncties van S,. Neem bijvoorbeeld de functies a ® «, dan zien we dat

. PN h h
Sza®a:(§z®1+1®§z)(a®a):§a®a+a®§a:h(a®a). (83)

Op dezelfde manier vinden we

S,a®B = 0, (84)
Szﬂ ®a = 0, (85)
S:B®B = —h(B@ 7). (86)

Als we echter met S2 op de basisfuncties willen gaan werken, krijgen we
een probleem. We weten immers niet wat 5, en 3, op de één-elektron func-
ties doen. Hoewel we dit wel kunnen uitrekenen, kiezen we hier voor een
alternatieve aanpak. We definiéren opnieuw ladderoperatoren S, als

Sy =8,+iS, =45:@1+1®4, (87)

en van de §4 weten we wel wat ze op « en B doen. Aangezien de twee-
elektron spin operatoren aan dezelfde commutatierelaties voldoen als de cor-
responderende één-elektron operatoren kunnen we nu vgl. (73) omschrijven
tot

~

§?2 = 8.8, +S5%+nS. (88)
S.S_+5%2-ns.. (89)

In deze vorm kunnen we wel uitrekenen wat S? op de basisfuncties doet:
S2a0a = (8.8, 4+5%+nS.)a®a

5, 14+4105)(a®a)+ B2+ 1Da®a
0+0)+2ra®a

2h%a @ o (90)
(S_8, + 82+ hS.)a@

S (3,01+105)(a®B) +0+0
.21+125)(0+ha®a)

= PPBeata®pf) (91)

S-(
S-(

n

no

R

&

@
[ |
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S260a = (5

>

= BBea+a®p) (92)
S0 = (S48 +52-hS.)Bw s

= S.(-9l+ies)(Bep) + R +r)Be s

= S_(0+0)+2r26® 0

= 2B (93)

Uit vgl. (90) en (93) blijkt dat o ® o en B ® 3 al eigenfuncties zijn van 52,
met eigenwaarde S(S + 1) = 2, zodat voor deze functies het quantumgetal
S = 1. Het enige probleem ligt dus bij de functies a ® f en f ® a. Uit
vgl. (84) en (85) weten we dat ze beide dezelfde eigenwaarde bij S, hebben.
Maar dan weten we ook dat iedere lineaire combinatie van a ® 8 en 8 ® «
een eigenfunctie van S, is, bij dezelfde eigenwaarde. De kunst is dus nu twee
lineaire combinaties te vinden die lineair onafhankelijk zijn, én eigenfuncties
van S2. Een manier om dat te doen is het eigenwaarde probleem

S%c=S(S +1)c (94)

op te lossen in de basis {a ® 3,3 ® a}, waar 82 de matrix van 52 in deze
basis is (en dus niet het kwadraat van de overlap matrix. Deze laatste komt
in de vergelijking niet voor omdat de basis orthonormaal is). We kunnen
de goede lineaire combinaties in dit geval echter ook meteen raden: zowel
S2a ® 3 als 523 ® a zijn gelijk aan 2 (a® B+ B®a). Als we dus de som
en het verschil van beide functies pakken, dan zien we meteen

Sa@pB+Ba) = 2h(a® B+ a), (95)
Sla@p-Ba) = 0, (96)
waarbij de eerste functies dus een .S = 1 heeft, en de tweede functie S = 0.
We kunnen deze functies nog normeren met een voorfactor 1/4/2. Dan

hebben we uiteindelijk vier orthonormale twee-elektron eigenfuncties van
zowel 5% als S, geconstrueerd die voldoen aan vgl. (82):

11) = a®a«a
|10

(a®p+F®a)
B
(a®p-F®a)

)
1 -1) =
00)

Sl e sl

[\)

0



De eerste drie functies horen bij S = 1, en bijbehorende Mg = —1, 0 of 1.
Omdat het er drie zijn worden ze ook wel triplet-functies genoemd. De laat-
ste functie heeft S = 0, Mg = 0, en is een singlet-functie. We zien dat alle
triplet-functies symmetrisch zijn onder verwisseling van beide elektronen.
Aangezien het Pauli-postulaat eist dat de totale golffunctie antisymmetrisch
is onder verwisseling van twee identieke fermionen, hoort hier dus een anti-
symmetrisch baangedeelte bij. De singlet-functie is antisymmetrisch onder
verwisseling van de beide elektronen, en hoort dus bij een symmetrisch baan-
gedeelte.

Voor meer elektronen is het verhaal in principe hetzelfde: construeer spin-
operatoren als een som van spin-operatoren die maar op één elektron werken,
maak een basis voor de spinruimte door directe produkten te nemen van één-
elektron spinfuncties, en zoek in deze basis eigenfuncties van S2 en S,.

10 Slater-determinanten

Het Pauli-postulaat eist dat een golffunctie antisymmetrisch is onder ver-
wisseling van twee identieke fermionen. Aangezien elektronen fermionen
zijn, en we voornamelijk problemen met elektronen behandelen moeten
we dus een manier verzinnen om golffuncties antisymmetrisch te houden.
Voor twee elektronen is dit nog met de hand te doen, voor meer elektro-
nen wordt dit al gauw moeilijk. Een overzichtelijke manier om toch golf-
functies te maken die aan het Pauli-postulaat voldoen, is ze te schrijven
als een Slater-determinant. Dit is een lineaire combinatie van directe pro-
dukten van spin-orbitalen. Een spin-orbitaal is één-elektron functie, die
een direct produkt is van een baangedeelte en een spinfunctie. Voor een
elektron i kunnen we dus bij één bepaalde ruimte-orbitaal ¢(r;) twee spi-
norbitalen maken, nl. ¢(r;)a(i) en ¢(r;)B3(i). Als we dan n van dit soort
spin-orbitalen ¢; ® s;, i = 1...n, s = «, 8 hebben, dan is de genormeerde
Slater-determinant gegeven door

p1(r1)si(1)  @a(ri)sa(l) - dulri)sn(l)
¢1(r2)s1(2)  @a(re)s2(2) -+ dulr2)sn(2)

(bl(rn.)sl(n) ¢2(rn‘)s2(n) ¢n(rn)3n(n)

Verschillende rijen in deze determinant geven dus verschillende elektronen
aan, terwijl de verschillende kolommen de spin-orbitalen bevatten. Dat deze
golffunctie antisymmetrisch is onder het verwisselen van twee elektronen,

(97)

al-
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volgt onmiddelijk uit het feit dat een determinant antisymmetrisch is onder
het verwisselen van twee rijen, m.a.w.

¢1(r1)s1(1) -+ dnlr1)sn(l) p1(r1)s1(1) -+ dn(r1)sn(1)
B()s1(0) -+ Bulrs)sn(i) or(5)5107) - Dulrs)sn(l)

: : = - : : (98)
G1(r5)51(5) -+ bulrj)sn() G1(ri)s1(i) -+ dulri)sn(i)
¢1(rn)sl(n) ¢n(rn)3n(n) ¢1(rn)$1(n) ¢n(rn)sn(n)

Een andere eigenschap van determinanten is dat ze 66k van teken wisselen als
we twee kolommen in de determinant omwisselen. Maar als we twee gelijke
spin-orbitalen in de Slater-determinant stoppen, en we wisselen de kolommen
bij die spin-orbitalen om, dan krijgen we natuurlijk dezelfde determinant
terug. Dit kan alleen als de determinant dan nul is, ofwel, we kunnen niet
twee elektronen in dezelfde spin-orbitaal stoppen. Deze regel wordt ook wel
het Pauli uitsluitings principe genoemd.

Aangezien we weten dat in elke rij van de Slater determinant dezelfde spin-
orbitalen staan, kunnen we die ook korter opschrijven door alleen de diago-
naal van de determinant op te schrijven:

—=|¢1(r1)s1(1) ¢a(r2)s2(2) - @n(rn)sn(n)|. (99)

We kunnen dit nog verder inkorten, want we weten dat de i-de rij altijd bij
elektron ¢ hoort, zodat we de elektronlabel ook wel weg kunnen laten, en we
alleen de spin-orbitalen overhouden:

1
_— - ) 100
m\ﬁbl@sl P2 ® $2 Pn @ Sl (100)
Tenslotte weten we voor elektronen dat er maar twee mogelijk functies voor
s; zijn, namelijk s; = « of s; = B. Dan kunnen we de determinant nég
verder inkorten door alleen het baandeel van de spinorbitaal te schrijven als
de bijbehorende spinfunctie « is, en het baandeel met een streep er boven
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als het spindeel 3 is. Een (ongenormeerde) drie-elektron golffunctie als

+ x(r1)a(1)o(r2)a(2)é(rs) B(3) — x(r1)a(1)¢(r2)8(2)(rs)a(3)
— ¢(r1)B(1)d(r2)a(2)x(r3)a(3) — d(r1)a(l)x(rz)a(2)d(rs)5(3) =
¢(r1)o(r2)x(r3)[a(1)B(2)a(3) — B(1)a(2)a(3)]
+ ¢(r1)x(r2)é(rs)[B(1a(2)a(3) — a(l)a(2)5(3)]
+ x(r1)o(r2)é(rs)[e(1)a(2)8(3) — a(1)B8(2)a(3)]
wordt dan simpelweg geschreven als
9 ¢ X, (101)

wat misschien een beetje obscuur, maar in ieder geval een stuk korter is.
Controleer zelf of deze functie oneven is onder het verwisselen van welke
twee elektronen dan ook.

11 Symmetrie

Onder een symmetrie-operator zullen we in dit hoofdstuk een unitaire ope-
rator verstaan, die commuteert met de Hamiltoniaan. Met unitair bedoelen
we dat als we een operator A loslaten op twee willekeurige vectoren ¢ en Y,
het inprodukt tussen die twee gelijk blijft:

(AglAx) = (¢lx)- (102)
Aangezien we weten dat
(Ag|Ax) = (ATAg|x)

en vgl. (102) opgaat voor willekeurige ¢ en x, kunnen we dus concluderen
dat voor een unitaire operator geldt

ATA =1 = AT = AL (103)
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Om de discussie niet al te ingewikkeld te maken zullen we alleen tweetallige
symmetrie-operatoren bekijken. Dit zijn operatoren die, als je ze twee keer
loslaat op een vector, de originele vector opleveren. Anders geschreven:

AA=1 = A=A (104)

Voor tweetallige symmetrieén is het leven dus erg simpel: de bijbehorende
operator is Hermitisch, en gelijk aan zijn inverse:

A=A = A1 (105)

Stel, ¢ is een eigenvector van de tweetallige symmetrie-operator A, en \is
de bijbehorende eigenwaarde. Als we dan A twee keer loslaten op ¢ krijgen
we

A(Ag) = A(No) = A(Ag) = N0 (106)
= (Ad)p=1¢=¢, (107)

zodat A2 = 1, ofwel A = +£1. Neem nu een willekeurige ¢ uit je lineaire
ruimte, en laat er de operator 1 + A op los. Dan is het resultaat altijd een
eigenfunctie van A, want

Ali+A)g] = [A1+A)p=(A+AAd)p=(A+1)¢
= +1(1+ A)g. (108)

We hebben dan dus twee verschillende soorten functies, (i—i—fl)gb die hetzelfde
blijven als we er A op los laten, en (1- A)gb die van teken wisselen onder
de symmetrie-operatie. Als ¢. nu een even, ofwel symmetrische, functie is,
en ¢, is een oneven, ofwel anti-symmetrische functie, dan staan deze twee
functies loodrecht op elkaar. Immers

<A¢e”4¢o> = (Pe|— o) = —(PelPo): (109)
maar aangezien A unitair is, weten we ook dat (Ag.|Ag,) = (Be|do), zodat
—(9elPo) = (Peldo) = (Pel o) = 0. (110)

We hadden nog een tweede eis gesteld aan een symmetrie-operator, namelijk
dat hij commuteert met de Hamiltoniaan, dus AH = HA. Waarom zou een
mens dat doen? Stel weer dat ¢. een even functie is, en ¢, een oneven
functie. Omdat vgl. (102) geldt voor willekeurige vectoren weten we dat

<A¢6‘A(ﬁ¢o)> = <¢e’ﬁ[¢o>' (111)
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Maar uitwerken van de linkerkant van deze vergelijking levert ons

<A¢e”4(ﬁ¢o)> =

{
(
=
=

- - e|ﬁ¢0>a (112)

met ander woorden, als A en H commuteren, dan zijn matrix elementen
van de Hamiltoniaan tussen even en oneven functies ook nul. Stel nu dat we
een basis {¢;} van even en oneven functies hebben, en dat we ze zo sorteren
dat de eerste n. functies even zijn, en dat de overige n,, functies oneven zijn

onder A:
¢; als 1<i<n,

A(bi:{ —¢;als ne+1<i<ne+n, (113)

Als we niet al een dergelijke basis hebben, dan kunnen we hem maken door
de operatoren 1+A op de bestaande basisfuncties los te laten.® Dan volgt uit
vgl. (112) dat alle elementen H;; van de H-matrix waarvoor geldt dat i < n.
en j > ne, of andersom, nul zijn. Hetzelfde verhaal volgt uit vgl. (110) voor
de elementen van de S-matrix, zodat de matrix eigenwaarde vergelijking
(17) er uit komt te zien als

He ‘Onxn><ce> < Se ‘Onxn><ce>
e XTbo =\ €0 . 114
< 0n0><n8 Ho Co 0n0><n8 So Co ( )

Als we iets beter naar vlg. (114) kijken, zien we dat er eigenlijk twee matrix
vergelijkingen staan:

H.c. = AScc, (115)
H,c, = MAS,c,. (116)
Daarbij hoeft het niet zo te zijn dat als A een eigenwaarde is bij de eerste

vergelijking, hij dat ook is bij de tweede. Toch moeten we aan beide vergelij-
kingen voldoen. Een manier om dat op te lossen is om voor de coéfficiénten

8Daarbij moeten we natuurlijk wel een beetje opppassen dat we geen lineaire afhanke-
lijkheden introduceren. Immers als we eerst IV basis functies hadden, en we laten zowel
14 A als 1— A los op deze basis, dan krijgen we 2N nieuwe functies terug. Als de ruimte
eindig dimensionaal is, zijn dat er dus altijd meer dan het grootste aantal lineair onafhan-
kelijke vectoren. Merk op dat lineaire athankelijkheden alleen kunnen optreden binnen een
verzameling functies met dezelfde symmetrie, deze staan immers loodrecht op alle functies
met de andere symmetrie.
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van de oneven basisfuncties dan nullen te schrijven: ¢, = 0,,x1. De totale
eigenvector ziet er dan dus uit als

c= (ﬁ) . (117)

Op dezelfde manier schrijven we voor een oplossing van de oneven vergelij-
king nullen voor de coéfficiénten van de even basisfuncties. Door symmetrie
te gebruiken kunnen we dus, in plaats van één groot probleem op te moeten
lossen, het probleem splitsen in een aantal kleinere problemen.

Als we meer dan één symmetrie-operator voor ons systeem kunnen verzin-
nen, dan kunnen we de hele procedure eerst met de ene, en vervolgens met de
andere uitvoeren. Als de symmetrie van de vectoren in bra en ket t.0.v. ten-
minste één van de symmetrie-operatoren anders is, zijn het corresponderende
overlap- en Hamilton-matrix element nul. Voor twee symmetrie-operatoren
splitst het probleem dus in vier blokken, voor drie in acht, etc.
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