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Vraag 1: H2 in MO en VB theorie

1a.

〈σ|σ〉 = 〈n+Φ1s,A +Φ1s,B|n+Φ1s,A +Φ1s,B〉
= n2

+(〈Φ1s,A|Φ1s,A〉+ 〈Φ1s,A|Φ1s,B〉+ 〈Φ1s,B |Φ1s,A〉+ 〈Φ1s,B|Φ1s,B〉)
= n2

+(1 + S + S + 1) = n2
+(2 + 2S) = 1

Dus : n+ =
1√

2 + 2S
.

〈σ∗|σ∗〉 = 〈n−Φ1s,A − Φ1s,B|n−Φ1s,A − Φ1s,B〉
= n2

−(〈Φ1s,A|Φ1s,A〉 − 〈Φ1s,A|Φ1s,B〉 − 〈Φ1s,B |Φ1s,A〉+ 〈Φ1s,B|Φ1s,B〉)
= n2

−(1− S − S + 1) = n2
−(2− 2S) = 1

Dus : n− =
1√

2− 2S
.

Voor N1 werken we eerst de slater-determinant van Ψ1 uit:

|σσ| =
∣
∣
∣
∣

σ(1)σ(1)

σ(2)σ(2)

∣
∣
∣
∣
= σ(1)σ(2)− σ(1)σ(2) = σσ(αβ − βα)

Verder geldt:

〈σσ|σσ〉 = 〈σ|σ〉〈σ|σ〉 = 1 want deze had je al genormeerd!

〈αβ − βα|αβ − βα〉 = 〈αβ|αβ〉 − 〈αβ|βα〉 − 〈βα|αβ〉 + 〈βα|βα〉 = 1− 0− 0 + 1 = 2

Dan geldt:

〈Ψ(MO)
1 |Ψ(MO)

1 〉 = N2
1 〈|σσ|||σσ|〉 = N2

1 〈σσ|σσ〉〈αβ − βα|αβ − βα〉
= 2N2

1 = 1

Dus : N1 =
1√
2
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Voor N+ werken we eerst de slater-determinant van Ψ(VB,cov) uit:

Ψ(VB,cov) = N+{|Φ1s,AΦ1s,B| − |Φ1s,AΦ1s,B|}

= N+

{∣
∣
∣
∣

Φ1s,A(1)Φ1s,B(1)

Φ1s,A(2)Φ1s,B(2)

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

Φ1s,A(1)Φ1s,B(1)

Φ1s,A(2)Φ1s,B(2)

∣
∣
∣
∣

}

= N+{Φ1s,AΦ1s,Bαβ − Φ1s,BΦ1s,Aβα− Φ1s,AΦ1s,Bβα +Φ1s,BΦ1s,Aαβ}
= N+{Φ1s,AΦ1s,B(αβ − βα) + Φ1s,BΦ1s,A(αβ − βα)}
= N+{(Φ1s,AΦ1s,B +Φ1s,BΦ1s,A)(αβ − βα)}

Dan geldt voor het baandeel:

〈Φ1s,AΦ1s,B +Φ1s,BΦ1s,A|Φ1s,AΦ1s,B +Φ1s,BΦ1s,A〉
= 〈Φ1s,AΦ1s,B |Φ1s,AΦ1s,B〉+ 〈Φ1s,AΦ1s,B |Φ1s,BΦ1s,A〉

+ 〈Φ1s,BΦ1s,A|Φ1s,AΦ1s,B〉+ 〈Φ1s,BΦ1s,A|Φ1s,BΦ1s,A〉
= 1 + S2 + S2 + 1 = 2 + 2S2

Verder geldt voor het spindeel:

〈αβ − βα|αβ − βα〉 = 〈αβ|αβ〉 − 〈αβ|βα〉 − 〈βα|αβ〉 + 〈βα|βα〉
= 1− 0− 0 + 1 = 2

Dus geldt voor de hele golffunctie:

〈Ψ(VB,cov)|Ψ(VB,cov)〉 = 〈N+{|Φ1s,AΦ1s,B | − |Φ1s,AΦ1s,B |}|N+{|Φ1s,AΦ1s,B| − |Φ1s,AΦ1s,B|}〉
= 2N2

+(2 + 2S2) = 1

Dus : N+ =
1

√

2(2 + 2S2
=

1

2
√
1 + S2

〈Φ|Φ〉 = 〈N2Φ1s,AΦ1s,B|N2Φ1s,AΦ1s,B〉 = N2
2 〈Φ1s,A|Φ1s,A〉〈Φ1s,B |Φ1s,B〉

= N2
2 = 1

Dus : N2 = 1

Vraag 2: Elektronendichtheid H2

2a. Omdat je geen rekening houdt met de interactie tussen de twee waterstof-
atomen, is de totale elektronendichtheid gewoon de som van de elektronen-
dichtheden van de atomen op posities A en B.

ρatoms(r) = |φ1s,A(r)|2 + |φ1s,B(r)|2
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2b. Nu gebruik je de uitdrukking voor de elektronendichtheid voor een twee-elektron
golffunctie

ρΦ(r) =

∫

|Φ(r, r2)|2d3r2 +
∫

|Φ(r1, r)|2d3r1

= |φ1s,A(r)|2
∫

|φ1s,B(r2)|2 d3r2
︸ ︷︷ ︸

=1

+|φ1s,B(r)|2
∫

|φ1s,A(r1)|2 d3r1
︸ ︷︷ ︸

=1

= |φ1s,A(r)|2 + |φ1s,B(r)|2

Dus geldt ook
ρΦ(r) = ρatoms(r) ⇒ ρΦ(0) = ρatoms(0)

2c. Voor de golffunctie geldt

Ψ
(MO)
1 = σ(r1)σ(r2)

α(1)β(2) − β(1)α(2)√
2

waarbij deze opgesplitst is in een baan- en spin gedeelte. De laatste is nu
genormeerd zodat je je geen zorgen hoeft te maken over integralen over de spin
ruimte. De elektronendichtheid wordt dus berekend met het baandeel

ρ
Ψ

(MO)
1

(r) = 2|σ(r)|2
∫

|σ(r2)|2d3r2
︸ ︷︷ ︸

=1

= 2|σ(r)|2

= 2

∣
∣
∣
∣

φ1s,A(r) + φ1s,B(r)√
2 + 2S

∣
∣
∣
∣

2

=
1

1 + S
{|φ1s,A(r)|2 + |φ1s,B(r)|2 + 2φ1s,A(r)φ1s,B(r)}

Op positie r = 0 geldt dan

ρ
Ψ

(MO)
1

(0) =
1

1 + S
4 |φ1s,A(0)|2 =

2

1 + S
ρatoms(0)

Omdat 0 < S < 1 is de elektronendichtheid van de MO golffunctie dus groter
dan die berekend met een golffunctie die niet aan het Pauli principe voldoet,
wat betekent dat er een effectieve binding is.

2d. Voor de golffunctie geldt

Ψ(VB,cov) =
φ1s,A(r1)φ1s,B(r2) + φ1s,B(r1)φ1s,A(r2)√

2 + 2S2

α(1)β(2) − β(1)α(2)√
2
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met opnieuw het spindeel genormeerd. De elektronendichtheid is

ρΨ(VB)(r) = 2

∫

|Ψ(VB)(r2)|2d3r2

=
1

1 + S2

∫

{|φ1s,A(r)|2 |φ1s,B(r2)|2
︸ ︷︷ ︸

=1

+|φ1s,B(r)|2 |φ1s,A(r2)|2
︸ ︷︷ ︸

=1

+2φ1s,A(r)φ1s,B(r)φ1s,A(r2)φ1s,B(r2)
︸ ︷︷ ︸

=S

}d3r2

=
1

1 + S2

{
|φ1s,A(r)|2 + |φ1s,B(r)|2 + 2φ1s,A(r)φ1s,B(r)

}

Op positie r = 0 geldt dan

ρΨ(VB)(0) =
1

1 + S2

{
2 |φ1s,A(0)|2 + 2 S |φ1s,A(0)|2

}

=
1 + S

1 + S2
2 |φ1s,A(0)|2 =

1 + S

1 + S2
ρatoms(0)

Ook nu geldt dat de elektronendichtheid toeneemt t.o.v. ρatoms(0), omdat S >

S2, en er dus effectief een binding is.

2e. De elektronendichtheden kunnen vergeleken worden door de op elkaar te delen

ρΨ(MO)(r)

ρΨ(VB)(r)
=

2

1 + S

1 + S2

1 + S

En dan geldt voor 0 < S < 1 dat

2 >
ρΨ(MO)(r)

ρΨ(VB)(r)
> 1

Kennelijk is de elektronendichtheid in de ‘binding’ groter voor de MO golffunctie
dan voor de VB golffunctie. Een verklaring daarvoor is dat je in MO theorie geen
elektronencorrelatie meeneemt, m.a.w. elektronen zullen elkaar niet ‘ontwijken’.

Vraag 3: Omschrijven MO en VB golffuncties voor H2

3a.

Ψ(ion,A) = φ1s,A(r1)φ1s,A(r2)
αβ − βα√

2

Ψ(ion,B) = φ1s,B(r1)φ1s,B(r2)
αβ − βα√

2
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3b. De Hamiltoniaan voor H2 is

Ĥ = Ĥ0(r1) + Ĥ0(r2) +
1

r1,2
+

1

RA,B

met Ĥ0(r) = −1

2
∇2 − 1

|r −RA|
− 1

|r −RB|

Ĥφ1s,A(r1)φ1s,B(r2) =

(

Ĥ0(r1) + Ĥ0(r2) +
1

r1,2
+

1

RA,B

)

φ1s,A(r1)φ1s,B(r2)

waarbij Ĥ0φ1s,A(r1) =

(

−1

2
∇2 − 1

|r1 −RA|

)

φ1s,A(r1)−
1

|r1 −RB |
φ1s,A(r1)

Voor R → ∞
Ĥ0φ1s,A(r1) = ǫAφ1s,A(r1)

waarbij ǫA = −1

2
Eh (energie van H − atoom)

en analoog Ĥ0φ1s,B(r2) = ǫBφ1s,B(r2)

en
1

r1,2
φ1s,A(r1)φ1s,B(r2) → 0

en
1

RA,B

φ1s,A(r1)φ1s,B(r2) → 0

Dus geldt voor Ĥ(φ1s,Aφ1s,B) = (-1) φ1s,Aφ1s,B

en Ĥ(φ1s,Bφ1s,A) = (-1) φ1s,Bφ1s,A

en dus ĤΨ(VB,cov) = (-1) Ψ(VB,cov)

3c.

Ψ(MO) =
1√
2
|σ σ|

=
1√
2
|
(
φ1s,A + φ1s,B√

2

) (

φ1s,A + φ1s,B√
2

)

|

=
1

2
√
2

(
|φ1s,A φ1s,A|+ |φ1s,B φ1s,B |+ |φ1s,A φ1s,B|+ |φ1s,B φ1s,A|

)

=
1

2
√
2

(
|φ1s,A φ1s,A|+ |φ1s,B φ1s,B |+ |φ1s,B φ1s,B| − |φ1s,A φ1s,B |

)

De eerste twee termen zijn geljik aan respectivelijk
√
2Ψ(ION,A) en

√
2Ψ(ION,B).

De twee laatste termen zijn gelijk aan 1
2Ψ

(VB,cov).

|Ψ(MO)|2 =
1

4
Ψ(ION,A) +

1

4
Ψ(ION,B) +

1

2
Ψ(VB,cos)
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Het resultaat is dus 50% ionogeen en 50% exact.

3d.

φ1s,A =
σ + σ∗

√
2

σ =
φ1s,A + φ1s,B√

2

φ1s,B =
σ − σ∗

√
2

σ∗ =
φ1s,A − φ1s,B√

2

3e.

Ψ(VB,cov) = N+{|φ1s,A φ1s,B| − |φ1s,A φ1s,B |}

=
1

2
{|σ + σ∗ σ − σ∗| − |σ + σ∗ σ − σ∗|}

=
1

2
{|σ σ| − |σ∗ σ∗| − |σ σ∗|+ |σ∗ σ| − |σ σ|+ |σ∗ σ∗|+ |σ σ∗| − |σ∗ σ|}

= |σ σ| − |σ∗ σ∗|

Vraag 4: Triplet toestand voor H2

4a. Triplet: S=1, dus het spindeel is (bijv.) αα. De functie wordt dan:

ΨVB,S=1 = N |φ1s,Aφ1s,B| = N{φ1s,Aφ1s,B − φ1s,Aφ1s,B}αα.

Normeren levert N = 1√
2−2S2

4b.

ρS=1(r) = 2

∫

|ΨVB,S=1(r, r2)|2d3r2 =

2

2− 2S2

∫

|φ1s,Ar|2|φ1s,B(r2)|2 + |φ1s,Br|2|φ1s,A(r2)|2

− 2φ1s,A(r)φ1s,B(r)φ1s,A(r2)φ1s,B(r2)d
3
r2 =

1

1− 1S2
{|φ1s,Ar|2 + |φ1s,Br|2 − 2φ1s,A(r)φ1s,B(r)}

|φ1s,A0|2 = d

ρS=1(0) = 1
1−1S2 {d+ d− 2dS} = 1−S

1−1S2 2d = 1−S
1−1S2 ρatoms(0) =

1−S
(1+S)(1−S)ρatoms(0) =

1
1−S

ρatoms(0)

0 ≤ S ≤ 1 dus 1 ≥ 1
1+S

≥ 1
2

Er is dus meer elektronendichtheid tussen de losse atomen, dan ...
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4c. Manier 1 van uitschrijven:

ΨVB,S=1 =
1√

2− 2S2
{φ1s,Aφ1s,B − φ1s,Aφ1s,B}αα =

1√
2− 2S2

{ 1√
2
{σ(r1) + σ∗(r1)}

1√
2
{σ(r2)− σ∗(r2)}−

{ 1√
2
{σ(r1)− σ∗(r1)}

1√
2
{σ(r2) + σ∗(r2)}}}αα =

1

2
√
2− 2S2

{{σ(r1)σ(r2)− σ(r1)σ
∗(r2) + σ∗(r1)σ(r2)− σ∗(r1)σ

∗(r2)}{σ(r1)σ(r2)+

σ(r1)σ
∗(r2)− σ∗(r1)σ(r2)− σ∗(r1)σ

∗(r2)}}αα =

1√
2− 2S2

{σ(r1)σ(r2)− σ∗(r1)σ
∗(r2)}αα

Manier 2 van uitschrijven:

ΨVB,S=1 =

1

2
√
2− 2S2

|φ1s,Aφ1s,B | =

|σ(r1) + σ∗(r1) σ(r2)− σ∗(r2)| =
1

2
√
2− 2S2

{|σ(r1) σ(r2)|+ |σ∗(r1) σ(r2)| − ||σ(r1)σ∗(r2)| − |σ∗(r1)σ
∗(r2)|} =

1

2
√
2− 2S2

{0 + |σ∗(r1) σ(r2)|+ |σ∗(r1) σ(r2)| − 0} =

1√
2− 2S2

|σ∗(r1)σ(r2)|
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