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Vraag 1: Matrix representatie van één-elektron spin-operatoren

la. In de basis {«, 8} geldt
s <<a|§z|a> <a|§z|ﬂ>> _h (% 0 )
: (Bl3=|a)  (Bl5:18) 0 —3
)
s = h <(1) 8> .
1b. De operator §, is uit te drukken in §; en §_,

N TP
s$:§(s++s_).

Voor de matrix representatie van §, geldt dus

sz:%(5++3—):g[(8 (1))+((1) 8)]22((1) (1))

Sy = Z(S-i-_s—)

w5606 )5 (%)

1c. Beide basis functies hebben s = 1/2. Volgens vergelijking (5)

en omdat

geldt

§%|sm) = h%s(s + 1)|sm)

zijn ze dus allebei eigenfuncties met eigenwaarde h%s(s + 1) = h*3/4. De ma-
trixrepresentatie van 52 is dus
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Vraag 2: Twee-elektron spin-operatoren

Gegeven is de twee-elektronen spin-basis {aa, a8, fa, 5}.
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De kolommen van matrix S volgen uit
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Dit is een trucje om S_ iets eenvoudiger te bepalen:

S =8t=n

2b. Volgens vgl. (13) geldt:
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§2 =82 4 8.+ 8 8,.

Dus met
52:h2
hS, = h?
en
00 0 O
5211 0 0 O
§-5; ="h 1 0 0 0
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2c.

2d.

2e.

2g.

2h.

krijgen we

2.0 00
s o|0 1 1 0
ST=r"10 11 0

000 2

Alle basisfuncties zijn eigenfuncties van S.:

basisfuncties: aa aff Pa B
cigenwaarden t.o.v. S.: A 0 0 -—h
M quantumgetallen: 1 0 0 -1

Uit de matrixrepresentatie van S? kun je aflezen dat de eerste basisvector een
eigenvector is:

— = O

0
2 0 2
h X — R2(1+1)

SO O
O = = O
(@)

oo O
o O O -

2
dus voor basisfunctie aar geldt |SM) = |1,1).

Op dezelfde manier volgt dat de vierde basisvector,

_— o O O

een eigenvector is en voor 8 zijn de quantumgetallen dus |SM) = |1, —1).

Basisfuncties {af, Sa} zijn geen eigenfuncties van S2. In de basis {af, Ba}
wordt S? gerepresenteerd door de tweede en derde rij en tweede en derde kolom

uit de 4 x 4 matrix:
2 ,2(1 1
S“=h <1 E

Door deze matrix te diagonaliseren vinden we

eigenwaarde |S, M) eigenvector  eigenfunctie

on? Lo 4 (1) 1 (af + )

0 0.0) (11) (B — Ba)
S_aa = h(af + Ba) = hv/2|1,0) dus 11,0y = %(aﬁ + Ba).
N 1
S+p8=h(aB +Ba) = AV2LO0)  dus  [1,0) = —(af + fo).



Vraag 3: Spin-operatoren en Slater-determinanten
3a. le manier:
Stl11] = [(3+:61)1| + [¢1(3:61)| = [08,] + hlprn| =0 +0=0
2e manier (uitschrijven van de determinant):

Sildidy] = Sipidi(aB — Ba) = ¢p1d1S4(af — fa)
P101([3+(1)aB + as1(2)8] — [6+(1)Ba + B34 (2)a])
= 0101(0+aa—aa—0)=0

3b.
S, = S.]6101020s] = |5.0101020| + |P15.01Pado| + | 010150205 + |10 9250
= %h(|¢151¢252| — |11 2o | + |11 P2ds| — P11 d26s|) =0
SiUy = Si[d1d1026s] = |546101620s| + [d15101 b2d| + 16154 babo| + |h101 D254 b
= 0+ hlgp11d2d,y| + 0+ hlp1d ¢ada| =0+0+0+0=0
3c.

S, ¥, = 00, dus M; =0
820, = 820, +hS. U + 85 5,0, =00, + 0¥, +5_0¥, =07,

Uit de laatste vergelijking volgt #%S; (S14+1)=0,dus S; =0.
3d.
~ ~ — — 1 — — _ _
S Wy = S.(|p1ds] +|P162]) = 55(|¢1¢2| = |p19a] = [P102] + |p162]) =0, dus Mz =0

S Wy = S.(|p1dy| + [d162]) = h(0 + |pr2| + [d162] + 0) = 2h| P10
5S40y = S_S. (g1, + ¢y a|) = S_2h|p1a| = 2% (|6, 2| + [10,]) = 207y
820y = 82Uy 4+ hS. Uy + 5.5, Ty = 0Uy + 00y + 2h2Wy = 202y

dus h2S5(Sy + 1) = 2h?, oftewel Sy = 1.

3e.

S, U,

51618 | ~ [B162]) = Sh(1015| — 018] + [B16] — [B16al) = 0 dus My =0

SiUs = Si(|p1dy| — [6182]) = B0 + [pr162| — |12 — 0) =0
520, S2Wy + hS, U3+ S_S Uy = 0W5 + 05 + 03 = 0

dus h?S3(S3 + 1) = 0, oftewel S3 = 0.



Vraag 4: Drie-elektronen spin-functies

4a. De functie aaa heeft M = % Dit is de hoogste M die te vinden is. S moet

daarom ook % zijn. Omdat we hier een complete basis hebben, zou er bij een

S > % ook een M > % te vinden moeten zijn.

4b. Omdat de basis compleet is, weten nu dat alle functies met S = % aanwezig

moeten zijn, dus:

wo= 0,5.5)
o= 0.53)
wo= |0).5-3)
wo= )55

We hebben nu 4 functies, maar begonnen met 8 functies. Er moeten dus nog 4
functies zijn. Er is geen functie meer met M = %, dus moeten deze andere vier
functies wel S = % zijn. Dit geeft ons nog de volgende functies:

Us = (1),

N~
~

Ve = |(1),

v, = |(2),

N =N =N =N =
N =
I Y
—
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Us = [(2),

Omdat er niet twee functies met exact dezelfde quantumgetallen kunnen zijn,
moeten de laatste twee functies een andere i, dus i = 2 hebben.

4c. We weten al dat

U, = aoo
vy = BBB,
want aaa is de enige functie met M = % en B30 de enige functie met M = —%.
Verder weten we dat
N A 33 31
Sf\Ill = S*|(1)7 a9 _> = h\/§|(1)a 5 _> = h\/g\p2
2°2 2°2
Hieruit volgt
1 4 1 4 1
Uy =——=85_U, S_aaa = —={aaf + afa + Bfaa}.
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Op vergelijkbare manier vinden we

1 . 1 4 1
— S5, ¥y =—=5 =—
ek 1= 7 +B888 73
De functies {aaf, afa, faa} vormen een basis voor alle M = 1/2 functies.
In deze ruimte hebben we al één spin-eigenfunctie gevonden, namelijk Ws. De
andere M = 1/2 functies, ¥5 en ¥7, moeten orthogonaal zijn op ¥5. Om deze
functies te vinden gebruiken we de vectorrepresentatie van Wq in de M = 1/2
basis:

U3 = {BBa+ BapB + aBB}.

1
Cy = 1
1

Voor een vector die loodrecht staat op ca geldt

1 x
11y =x+y+2=0.
1 z

De oplossing is niet uniek, wat we ook niet verwachten omdat U5 en ¥; dezelfde
spin-quantumgetallen hebben, en dus ook niet uniek gedefinieerd zijn. We kiezen
als oplossing
T 2
yl=1-1
z -1
Na normeren vinden we de spin-eigenfunctie

1
Us = h—{2aaf — afa — faalt.
T )
De laatste M = 1/2 spin-eigenfunctie, U7, moet orthogonaal zijn met zowel ¥y
als W5. De vector-representatie van W7 vinden we dus als uitproduct van de
representaties van Wo en Wy

1 2 0
1l x| -1]= 3
1 -1 -3

Na normeren geeft dit
1

U, = —{afa — Pax
De functies met M = f%, W4 en Pg, kunnen we op een vergelijkbare manier
vinden, of door alle a’s door ’s te vervangen en andersom:

1
Vg = —{28Ba—pPaf —«
6 \/6'{ BBa — Baf — aBp}

¥y = —{fap—aff).



